Stelsels van partiele differentiaalvergelijkingen
(Pfaffs probleem enz,) |
Cursus 1948-1949 , Amgterdan,

Zie voor notaties en methoden:

College tensorrekening voor physici M.C. '47-'48 bl, 1-39
Regular systems of equations

and supernumerary coordinates M.C. '47

Einfilhrung in die neueren Methoden, Noordhof Groningen.

§ 1., Veralgemeningen Pfaffschprobleen

Eenvoudig Pfaffs probleem (1814). Gegeven covariant vevs’borveld ?/'J;\
in X analytisch in 'BY,{ Z ). 0f ook differentisalvorm Mdi , dit
is alleen verschil in notatle De vergelijking

1.1) ‘w;,dj =0 ')

o K
¥ stelt voor een '(&;_,—veld in 272,/§ ) . Gevraagd de )(m's wier
tangerende - overal in de lokale ° ém,lig‘t en dit voor de hoogste
waarde Y?a.n m genaamd J= tm, .. » Met name vragen we naer de systemen
van ©Q th 's zo dat er door elk punt één X, gaat (normazlsystemen
van X, _'s). Deze omhulde Xm‘s of integraal-~ Xm's bestaan altijd voor
= 1 omdat

2 2

een (niet lineair) simultaan stelsel van gewone differentiaclvergelij-
kingen is. Is W3 van de vorm

1.3) w) =9 Bhp

den is blijkbaar V=rn 7
.+ Bepaling van V :

Vorm de comitante van 2/

1.4) . 2{)/:; - zb[ va (rotatie van 24}”)

Bepaal '! rang 2 van m (altlgd even daar w:a,lternerend)
2% X -rang 78 van' het stelsel 2(.);4/\ Dit is de rang van de
matrix

1.5) H Z(Z;h Wy i e

en ook het aantal %E&fﬁ%kellake vectoren onder W/J "2 ZCZ:); w): s ‘J

A1tijd geldt /I?:: ap+E, £=0 of 1. Dan is bt
1.6) Ve=n-p-t€ | V

in ieder gebied waar Zf’ en & constant zijn,

Eera‘be ultbre:z.dmg. Neem gtelsel van Pfaffse vormen

1D Crat e ;e v
" d.W.eZ., N = P covamante vectoren C,; « Stelt voor een f ~veld in 92[.5}
') N.B. k,f\,}i; N ANATE lopen altijd van 7....,&'4 (cursieve c;g:tecﬁ},

Lo




H‘1 &) /5g C

el

He‘tzalfde ook ‘be geven door p contravarlan‘!:e vectoren 5& g z\..,,,?
' met

Twee problemen:

1. Inwendig probleem: De XS met raak- e g_gf;/, voor m maximaal
< p. (ombulde Xj s) L

- a, Eerste formulerlng. Zij

1. 9) 7’18(.§ ) = const. ;%= Maa,

een normealsysteem van omhulde X ‘s, dan is

Y £
1.10) z‘ékaﬂ?’ o

n.e.v, voor cég rakende aan X en
Pt &
1.11) c(-f/u'C’ =0
n.e.v, voor dj liggende in& ., Dus n.e.v. voorwaarde is dat

_ P
11 C (o).

b. Tweede formulering. Een normaalsysteem van X”;s kan gegeven worden
:m de parametervom

1 12} i ¢ ( A ,b ) ‘& - m’;-\-'-}m;

3L
I:l;jnelemen’c der X voor liedere waarde der /‘g’ :

1.13) L8 2(‘)an¢”)dﬂz

N.,e.v, voorwaarde dus

1.14) Cx; ¢k( 03/6 8)() . ng: O voor alle waarden van //(g

Dit is een sﬁelsel niet lineaire partiele differentisalvergelijkingen
voor de onbekenden }5/(

2. U:Ltwendlg probleem. De X 's met raak- Z? door 570 voor m
minimeal 2 p. (omhullende X' s) 3
a, eergte formulering: (10) C(11)
b. tweede formulering

(1.15) 8?3 F‘&zo;,g:m¢i)-..._,.m,

Dit is S'belsel lineaire homogene partiele differentiaalvergelijkingen

voor de Cj )

%

Schema: ,
stelsels partiele differentisal-~
vergelijkingin. v
Cauchy / Dirichlet
oplossing alleen in een %(;f/ oplossing gezocht onder ein--
86200? \ dige randvoorwaarden
uitwendig probleem ' inwendig probleem
theorie der lin, part. diff, theprie der algemene stelsels
verg,



3.
‘Algemene formulering (omvat uit- en inwendig probleem). Beschouw zeker
sooxrt geometrische o‘bjecten& m 8 of vectoren of tensoren of erger)
Veld A = verzameling van ©o van deze objecten in de punten van %(o Jis
Klasse B, enigerlei wel gedefinieerde klasse van velden van dezelfde
objecten (bijv., alle ém's die aan een Xf raken)
Vrasg: Bestaan er in A velden van klasse B..

We gezan nu door met het uitwendig probleem.

§ 2. Stelsels van homogexie lineaire differéntiaalvergelijkingen.

Ga uit van

2.1) ;= Ao
oo st

en vorm.

p2.2) ﬁlc (3, /34])()

Iedere oplossing van (2.1) voldoet aan (2,2). Stel onder (2,2) juist ;4
vergelijkingen lineair onafhankelijk van (2,1). Dan is /}4, arithmetische
invarian’t; We hebben nu ma»fb, vergelijkingen

2.3) B/,‘/ >0 =1, ~m+&,

Ga zo door tot stelsel
2.4) Jj/j ()/::O N {;) =4, - .)m-\—/l,-t-jl-:,ﬁ-- -~U‘J~w
en dat op deze manier niet meer te verenlgen is, Dit stelsel heet vol-

ledig. (2,1) is volledig als ﬁ[c(awhﬁdn lineair van /jg,afhangt,
dus

2,5) ﬂ[c ('D“” B&]JC‘(L:

P of ook

2.6) ﬁ}; ( dpu Bzﬂ = U?;(fk)&k

Allereenvoudigste vorm van existentietheoreem Cauchy-Kowalewski 1874,
Stel 1 onbekende Lf)en '2 vergelijking, oplosbaar naar B,

2.7) ) = $(E, fa“f) X2 73

wasr @ analytisch is in een % ; € C,() X=2,--,m. ij verder
o

gegeven 1 functie ?(’fo() oA=L ’?, analytisch in eer
?Z{szo dat

° a) gﬂ(ff)—-c
?-6_7/ (Bﬁ?)ﬁ" X = Cp KB 2:“"'173'

dan bestaat er één enkBle Oploss:mg (ﬁ) analytisch in een c/f
zo dat e

e L5 E) = (8,

Geval van één vergelijking

2.10) Jgﬂbﬂf .

\%




;Kj_es de ccordanatan Z0 dat B#o Normeer 70 dat 6 ; . Dan kri3gt de
vergellgkmg de vorm

’2 11) ) % W F 5= 2, - |
‘ / f e (Auanal. in een mlfj)

Ges? dus ma gen finotis P(ﬁ ) in een %/j} , dan bestaat er een
oplossing %/z j analytisch in een /J}Z/,f) zo dat |

2.12) f/f )= (€% x=1,..... , %

Neem voor V{ ’{ J achtereenvolgens n-~1 onafhankelijke functies dan ont-
staan n~1 onafhankelijke oplossingen en iedere oplossmg is een funectie
van deze n-1. De principale oplossingen t.,0, van _f g , zijn die, dic
voor f f overgaan in ... £ @
Andere vorm van het hoofdresul‘taat
Neem willekeurige X,, -, die de
stroomlijnen van B~ elkx in een punt
snijdt. Geef op X,7 , een functie
6,25 van de pla.ai’:?s. Er bestaat slechts
één oplossnlg; die op X me‘t
samenvalt,
Eén enkele oplossing dus, vastgelegd
door een functie van n-1 variabelen.
gﬁ = const, stelt Co X s in X,,,,, voor. Elke an is een omhul-
- lende van /3 K . Eén zo'n omhullende kan gegeven worden door 1 functie
~van n-2 variabelen.
Bepaling van de kosten. Bij (2.10) behoort het geadjungeerde systeem
van totale differentiaalvergelijkingen

2.13) dfﬂ(‘; o

\\

Boe
: K K
2,14) 6{5 L /3 (1. = evenredig met)

Dit zijn echter n~1 gewone differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde met n-1 onbekenden (simultaanstelsel). De bepaling van 1 oplossing
§gelijk.s’caande met de bepaling van 1 oplossing van 1 vergeliiking van de
};f(nm*i)wde orde met onbekende heet naar Lie een operatie n-1, kort 0

¢ O quadratuur).

| Eén oplossing van (2,10) (ocok integraalfunctie van (2.13) genoemd)
‘kost dus een O Neem nieuwe variabelen « en = deze oplossing
Dan gean de vergellgking;en over in

a) B"::O
2.15) ’ ! ‘ o, ;
b) /301&.,(*/‘/,5; gp)_;ol,ﬁrz,-.




;Beschouw nu in (2 15 b) de j als par etem Dan kost één oploeslng
van (2. 15 D) een O,,,zenz. Totaal hebben we n-1 operatms O gy ,0
vncdlg. Kennen we toevallig al m onai’hankelijke oplossingen ddn z:x.:;n

nog nodig O .. O

Een niet homogene lineaire vergelijking.

2.16) | Vﬁb/u %:: 4)(fk) (VJK¢ anal, /hétn ?Z/'ong)

Stel een oplossing gegeven in de vérm

- 2.17) r/fj ) O ; ?)f O(Cincfers n:c!aﬁ/osﬁmrﬂaar}(/

danvolgt
2.18) ZJ/JD F+¢(fk} g..f;::o )

maar dit is een homogene lineaire vergelijking met n+i onafhankell;}ke
variabelen f « Heeft dus n onafhankelijke oplossingen. Eén ervan
moet zeker f bevatten en daarnaast kunnen er dan n-1 zijn dic van f
vrij zijn. Deze zijn oplossingen der gereduceerde vergeliijking

'2-19) v’ﬂ l)ﬂf :?G P

Dus: bepaal n-1 oplossingen %} .- van (2.19) en één oplossing;/
van (2 16) (me% behulp van (2 18) ). Dan is de algemene oplossing

2,20) % / }0( / """ /) (I/f.. willekeurige snslefunctis;

Jacobische systemen.Stel dat

2.21) : /32( /)7,”:‘%3 ; f-_-, Nyeooo P

volledlg is, Dan geldt

2,22) {-: m @{J rf:(fkjﬁk

Men kan dan bewijzen dat er een stel van p lineaire com‘blnatles der

,6g bestaat
2¢23) 5? ﬁg 64.1 &f(ﬁg/}%o »g_. ....)?
zodat de U",g, alle nul zi;m~ ‘ é'- ;?

- K
2.24) B[Cz,ﬂ, fgg,J = 0

Men noemt dan

 2.25) /35, ﬂ/

een Jacebisch systeem.



6.

ge vorm van een Jacobisgh systeem is i»nvariant, bij coominatentransfo;- o
matie doch niet bij b. transformaties. | @

Speciale J acobische sustemen. Men kan "bewijzen dat de b-transformatie,
gegeven* een bepaald coordinatenstelsel K zo kan worden ingericht datb

226) @f = z—- ...“m'b(z: ]"”Jm )

Veor deze speclale waarden die dus aan (K) zijn aangepast gebrulken we
in plaats van b ook griekse indices en vaste indices 7 ...... 72 in plaats
van A,.....+mv, dus

2.27). fjd X ;

!)e matrix van @ﬁ %__gt er dan als volgt uit

7 ”n"
| 1. 0 13"’ ...... 5B
2,28) P R

o “\‘ >/ ”n
O "4 deljo.'a.- ‘Blb_

v

;en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm

2;29) 3/3%+ ﬁg Dyf =

Qe speciale Jacobische vorm is niet 1mrar1ant b13 coordinatentransfor-
maties.

Dit duiden we aan met = . Dit teken drukt uit dat de aandacht wordt
ffgevestigd 0p het feit dat de vergel'ijking niet meer invariant is bij
‘coordinatentransformaties. Het gebruik van = is niet verplicht, men
gebruikt het alleen als het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen.
Maar er zijn wel gevallen waarin dit ze gewens*t is dat men beter doet
,'nle’c = te gebruiken, bijv. in g k* /QA s en dergelijke formules
waar levende indices aan de ene kant corresponderen met dode indices
aan de andere kant. (2.,29) is wel dinvariant voor transformaties van

de vorm

2;30) j 5—“,5 - o = ""'J/b.} -/ /4,/
EF g L) Fepenani oot n’

Veor een Jacobisch systeem neemt de volledigheldsvoorwaarde de vorm a&an

2.31) D[(B[y‘j +/3[()' r'y!ﬁ ]:::D

VNG



Men kan tegelijk het geadjungeerde sysgt;eeg
ean C o8/
san een zodanige x-~transformatie enderwerpen dat ook dit stel zeer-

eenvoudig wordt. Men moet dus n-p vectoren C yr ; ff::/sw -« 72 bepalen
zo dat

2.33) Cﬁ ﬁ}; =0 ; ﬂ;— {}h..,,b;y::,bv‘{,‘.,.n

Men ziet direct dat ¥
| P o_§
® C =
2.34) Y ? 4

Y - Bp

voldoen., Met deze waarden krijgt (2.32) de vorm

eon | CF 48P0 0 872 0

met de voorwaarde {(zie (2.31))
¥ 7
0 | O, € - Cfy 9, Gor 2o

N.B. De Jacobische vorm en de speciale Jacobische vorm kunnen steeds
worden gevonden zonder integraties.

§ 3. De oplossingen ven een volledig sys’ceem. N

Tad
Breng het systeem in de vorm (2.29). Dan zien we dat f cewes f
alvast zeker geen oplossingen zijn. Neem nu de serste vergelijking

3;1) D;fﬁ ‘/5’,‘?3}0%:

& P
dan zijn (f.; rf hiervan zeker wel oplossingen. Er zijn dus nog

n~p andere oplessingen, te verkrijgen door O/?—/.SJ 0 Neem de
Principale d.z. die, die voor —fzr_f overgaan in C{f'f « Daar-
onder bevinden zich alvast fz + Ga nu over to-b nieuwe coordi-

k I
naten ﬁ ,En. I;l(::ht het zo in ” C{/’Juist f f zljn en dat
Pf‘/’*b'*)' LE” ju'ist die a,ndere n-p principale oplossingen zijn. Da.
weten we dat ‘ff ,cg" allemaal oplossingen van (3.1) zijn en verde.

dat
¥

o Ap r En iRy SR AT=0 i Ao



| | 8.
De vergellskingen (2 29) gaan nu over in

 3‘3) ﬁfg Dﬁ/?‘ /?ﬂ [)ff*ﬁ/&ﬁ.}o %f/xo,,(?u pﬁg,%

"/b‘“ S fr(/’*djﬂ"’
of

3.4) "Dﬁ’/f ﬁﬁ’ D},' &%: o

R R 4 , )
©3.5) f)ﬁ/ = Avﬁ' (/7/;* ﬁ;ﬁ;}
Van de nieuwe vergelijkingen

3.6) Dﬁ”/*’ CB}; 3/0'/~=O J~/3’:~ 1,’--.-/7§j’:/,o¢//‘,’..-.w{’
2 /7/ . 1 ‘
zijn nu :fJ . ,g oplossingen en daaruit volgt dat
. 4

31 Bl e s //w/,

zodat de vergelijkingen (3. 6) overgaan in

a >,
3.8) Y / O;, 3 , oy
&) 0p e By dpf =0y islpl by

Laa’t de accenbten nu vOoor het gemak weer vallen

3.9) @

, ) fro
RS a,/,ﬁﬁ;affzo

dan zijn de condities nu
J@U d ﬁ,,] . D/ff?’ % =1, ;/53"7=/°;a )
- QB =0
2 [1 If71 f‘%’] ” Z) D[, /

Bijgevolg is nu (3.9 b) een stel van p-1 vergelijkingen in de n-1 on-
afhankelijke variabelen R '-.f « Met dat stel gaat men door.
Kosten van de tweede trap wederom Oﬁ,/bj ..., .+ Dit p maal,
totale kosten dus

3.11) L X (O,,,/b}...,.)Q,)

Na teruggang tot de oors ronkellake coprdinaten gaan de n——p aldus
gevonden OplOSSIngen voor g juist over i;(n o( j « Het
zijn derhalve principale oplossa.ng,en t.0. Van j f e Zijn

3.10)




9
) eveneens een

r ]

‘pv e , , |  per
~{; v fy deze 0plossi£gan. dan is f?j;
oplossing, wvoor f °<: f ¢vergaande in 37

Q

§ 4. Niet homogene lineaire systemen.

4.1) ?/"()ﬂf: %({”} ;=%
Voorwaarden: ?*en‘ ;0! analytisch ig een W/ Cg ?verder
’2,”/4% ran;p ; ”%’/u

(anders waren de vergelijkingen  afhankelijk of onoplosbaar). 2ij

4.3) ?7%5}{}::0; %:)Z;%O

een oplossing. Daen ontstaan de p homogene vergelijkingen

0§ K -
4.4) 5—7‘)? +g’ &ﬂfwo

4.2)

I"G.ng /:

£ .
in n+1 onafhankelijke veranderlijken f, « Dit stelsel is volledig mit =
(7]
(schrijft voor het gemek eerst even 5.2, = ?3/::3? )

#

2) zg_/lbw%l z,ma}(j*)y”
H «
D E Yy = T (20Y

4,5)

Men noemt dan ook het niet homogene stelsel (4.1) volledigs N.e.v. zij:iu
(4.2),(4.5),(4.5b).

Is (4.4) niet volledig dan gaat men (4.4) verlengen tot er een
volledig systeem komt:

4,6) a-wwrsﬂ + ?}"/J()# F:::Q ; &5 1)..,,J?+ﬂ,+.u., ";Hw
of "% b
en daarbij hoort dan
£.7) v, Fop (€5
s M 2
is ru voldasan amn de voorwaarden:

I [

=1 Povendien natuurliik aan de voorwaarden dat {4.6) wolledip is, daan
s ft (4.1) oplossingen. In het andere geval niet.

4

g e




§ 5. Mayer systemen. | : | ‘ (10&
Bij het systeem in de speciale Jacobische vorm

“5»1)» (1) Dﬂf+ Bﬂy(z}af :?:(Q }F: zg..,/b;f::ﬁ*’w”u”

‘hoort het gead jungeerde systeem

5:2) (1D AL £F X -} L agl

Beschouw nu de ‘g? als onbekende functies der_g :fd“'”/b* dan is
(II) equivalent met

s | 3£ E P (L5 EY| iy ity P

Als de voorwaarden van het volledig zijn van (I) (cf II) vermeld zijnz

‘ Fox o ?
t a[a'c;gj o C[af %Cﬁ

(ook wel zenoemd ;ntegga‘biii‘i;eitsvc»o;waamen van (III) dan noemt men
‘11T een Mayer systeem.

¢
Stel eens dat [,f /de principale oplossingen zijn van (I)

t.0. Van fd;—_ §“ , dan zijn
o
5.5) f}?_f’? =C }) ( (,’y;- constanten)

n-p onafhankelljke integralen van II (de principale integralen t.o.
van g E ) (5.5) stelt eAgn stelsel van OO :3&,5 voor. Vraag:
welke dezer® X/,Sgaat door ? Schrijf de vergelijking eerst
op voor :g = fd dan krijft (5.5) de som

5.6) /Jo(f rg’y) wg& c”

en men krijgt dus de gezochte X/, indien men voor de C
neemts,

® Los nu de ’gjaop wit (5.5) (dit kan altijd emdat Jel (a? f};o)
dan kemt er '

' ¥ P, ot
5.7) £7- ¢rg*c”)
maar dit zijn n-p ‘plosg}ngen van (III) die afhangen van n-p constan-

-
ten. 23t men G = en f“:g dan meet de linkerzijde in
overgaan, bijgevolg is °

b

de waarden

o BT FhEy e g

.en stel oplassingen van (III)@at voor f agdwergm in de constan—~
Ton f . Dit stel oplossingen heat het gtel der principale

o
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.7e Lebben nu voor (I):(II)
en (III) elk ;princ>1pale oplossingen resp. integralen die uit elkaar
kunnen worden afgeleid.
) De integratie van (I) of van (II) of van (III) zijn dus (mits 4 €
welledighelsvoorwaarden vervuld zijn) gelijkwaardige problemens,

Ga nu uit van (III) en neem de lf <'f»‘ eerste vergelijkinger

5.9) ()g f - (gdg?) 2= --~~.zéjct Vvl un
ey »
en beschouw eg_;‘ A ,fF als parameters®.Dan hebben we weer een stel d=1T1

er net uitziet als een Mayer systeem_me"bnt onafhankelijke veranderlij—
ken., En aangezien inderaad wit (5.4) volgt dat

oplossingen van IIT t.0. van i

¥ ¥
5.10) Z[CCZY :C[c “le 5 b es gl ey

is(5.9) inderdéa% een Mayer systeem. Dit heet de verkorting van III
te0¢ van g ..., M

Om (III) op te lossen verkorten er naar ﬁ

1) 2872 EEY, Q;;;:{“_"

en hierin zijn nu de ﬁ parameters. gx is de onafhankelijke varia—
bele en dus is (5.11) een simultaan systeem van n-p gewone difforomtiac’ -
vergelijkingeia van de cerste orde. We bepalen de principale oplossings
t.0. van ;€ , dat zijn dus d.i.e}‘5 die overgaan in voor

alle W:Lllekeur:.ge waarden der

o 85 FEE7: FIEEN- o
z/ 2'“-4/{% \5”3/4”‘5‘““"‘*,

(Dit kost overigens een Q,, b )+ Nu gaan we nieuwe variabelen
invoeren: '

0(1 ' oo
5.13) g Cr :g O('z Lo foi

b y ray L
g gy (fj) H..n/‘:y Lpri)]

e transformatie is van de vorm (2.30) zodat de speciale Jacobisghe
ro.m gehandhaafd blijft. Bovendien weten we uit (3.5) boe de J3/3 €
1.3 cok hoe de Cﬁ = - /{3/3 zich transformeren



e | ; 12,
.","5.'1'4) C}O fﬁ/ L/ij)

e 7 £
De nieﬁwe vergelijkingen

- 5.15) Dﬁ :g - ;\g,m

luiden dus uitgeschreven als volgte
de eerste:

RIS SRS A Vo FE P N 4

(omdat FvPeen oplossing van (5.11) is en dus (),Fj;a—cy) *
de andere:

5;17) f ..—C}o(f fyfg?) yme,g /0%

= {/: ljJ...n’

> > y }
In de vergelijkingen (5.17) v % nu echter de :g weg omdat volgens
de integrabiliteitsvoorwaarden

L3

c¥ ’ ¥’
9 9pCa = Cp Ay Cpy =

nul is en bovendien Cy xo is. Alles valt dus weg behalve
5.19) Q, (;9” =0 ; P&(’...n/,’.y’;—/,b-p%’,... "'

waaruit blijkt, dat C}p/ alleen van j en §7 afhangt. We hebben dus
het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p ombekenden en p-Z
onafhankelijke variahelen., DagrmL gaan we door en wel p maal. Elke star
kost Oh, Q«--JO Dus tot nu hebben we nog niets gewonnens.

We zouden echter winnen indien na de eerste stap eens mocht
blijken dat de C E alle nul waren. Want dan was er in (5. 1?} nie'ts te
integreren, we kenden direct de oplossingen opschrijven: j

We gaan nu bewijzen dat deze uitzonderlijke gunstige oms a.ndigw
heid zich steeds voordoet indien in III toevallig

5;20) {C’}; (fk)jj;’gz =

O



13,
Inderdaad volgt dan uit (5.14)
2 op’cr) | 8 ~Spe B o
. C?,f(g}g)-dvltf— Cﬁ-‘JW{Hﬁ
5.21 R f ¥ 4
) = ShgECT sl el F
‘r:.. 3 PP z.,..,/.), ¥ =pots-
!/; = -..../) 907'-//!....}/2

zet verandert de

er'q

& ’ 'Q”
en indien men in deze vergelijliingen 2 = g =
linkerzijde niet en komt er rechts ingevolge (5.12) en (5.20)

LT 2 Y SLES 0, FY, i

}9 uf.? { 3,‘ _;:3) S ﬁﬁ y: Y ) é:';zl_.
5.22) fﬂ ~ e (,;:, 2 oV =9
- SIC & /] =
L

Daarmede is nu bevezen:

Indien de C }j =2 .. J/:-, uit het iayer systeem
to &R
5.23) L2 § CICE )i et pi 9270
s 3 7 i A
identiek nul zijin in ,), g VoY i :% y dan zijn de principale
. 5
oplossingen met betrekmih tot f;f aan het verkorte systeem
5.24) N o 8 N /c:‘?

waarin gi “‘o'bals _parameters worden opgevat, tevens de prlnca_jgale
oplossingen va.n het_systeem (5.24) met betrekklng, toté, Cf ;X= g ...:,/b,
indien ;;cg”aln dezz plwssiazen weer als_gewone vamabelen worden

o “evat.

~

-+

In dit &
operaties O,?_ p

Nu ken men « .;.tqr;i corgen dat dit geval optresdt en wel
door een coordinatentranaforwyacic. Cwiae de speciale Jacobische
vorm gehandhaafd plijft zal in elk zevael moeten gelden

I

2 /% r

"3
713
]
5

L gaval komen ve dus ult met €7n smkel stel

NS

5.25) EF g; ) q = 1;"",bjodl:{;c...//b(
Laten we da;rnu bl nemen
5.26) @5’/ s\ll‘fw S / A i ’
: cés S~ <§ J c\?—:")*/! 02 Cg “(/O 2R
Dan is X, - . f
S P Y AY pf
5.27) Cﬁ = /’:fp C,f; /?//j’ = A\b:/ Cﬁ’d /Iyﬁ’
en dus '

/
5.28) Cgf - C ‘_’5’ C 2 . : g 2)’....1/3/
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Ve verlangen nu dat |

s CJ(E £V 0 e g

zal zijn. Wil dit algemeen geldexn, Z.W.z. voor iedere keuze van de
functies Cﬁ dan moet er dus in /‘17 4 een factarf g zitten.
Neem nu met Lie de Tranformatle

SO S 5 D S SN e T
0/’ “ #

(C‘U.S k; - ’}

[y

o
: 4
dan is Z ,AS’-‘-‘/’H,-.-;/‘:,‘,Sfrgyiwj_,’...u/z‘

y : ‘ ‘
-0 i/ 2 ¢
5.31) Rorz0 ; AL = €5t (2-£)8)
en we hebben

5.32) CS’ J”YJ‘

zodat inderdaad nu aan de gestelde viurwaarde voldaan is.

Maar nu is de moeilijklhieid dat de transformatie (5.30) geen
ordelijke coordlna'tentransformﬂ“{le meer is omdat de functionaaldeter-
minant voor j ; nul wordt. lnderdaad is immers de determinant van

V)
Eﬁl ! (g#' s & .
7 )
5.33) S 0 Voor(§/=<§’(rcj
¢}

4 i

oo 00

oo - -
‘Dat betekent dus dat we de op de nieuwe coordinaten verkregen oplossing
niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op-
lossing toch maar eens bepalen. Te bepalen dus van het verkorte systeem
(in de nieuwe coordinaten)

5.38) Q£ ‘~Cﬁ(éf§<§f§y)

[ ¥ 7 /
g o/ ;
de principale oplossingen t.c.v. (Z ::_f {(=0) met de é # zls parame-
ters: ©

EEI A A )

met de voorwasrde

5.36) ‘of }'; ¥ }'(Icg I;CE ¥)
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Waaruit bHjkt dat dit nu vanzelf ook de oplossingen zijn van

5»37) C)ﬁ 59 -—-Cﬂ

mits men de £ f' 1 /’ weer als vama‘oelen opvat. Wat we nu wil-
len hebben zijn de £ unitgedrukt in de <§ . We kunnen nu wel zulke
uitdrukkingen halen uit (5.35), namelijk, ingevolge (5.30)

»

5.38) ,gj' J“yfy(fﬁ jp;)

 maar wie garandeert dat ook de 0plcssing van het oorspronkelijke

gegeven Mayer systeem is. Te hebben immers op ongeoorloofde wijze terug-—

getransformeerd wat zich dan ook wreekt dat in (5.32) Jmstcél

. in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinderen indien 3.11 decgy

' alleen zouden voorkomen in de combinatie <§=§/ , immers dan zou er
uit een ordelijke functie van de j" kunnen on"bstaan. Men ziet

dan ook daarsan def de transformatie vancfx 1n<_€_;£,‘§ niet ordelijk

is maar die van £ “in de variabelen § g’(fp £Y"  wel. Nu kunnen

we eenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gurstige omstandigheid op-

- treedt., Immers, het gegeven Mayer systeem heeft zeker principale op-
- lossingen t.0.v. C§°( _ﬁq . 4ijn deze

san L= gRerer); efs ;m: £%)

dan kunnen We deze tranuformeren 1n

‘5,40) _ J“?;j(g‘+£r§ yté*.;}’j

en dit zijn principale 0ploss.1ngen teOev, rg' ,_é van het getrans-
]

formeerde systeem (5.31). Nu heeft (5 31) echter slcchts één stel

principale oplossingen t.0,v. é'( ,en uit een vergelijking van

- (5.32) en (5.34) volgt dus, dat de °fé‘y in F‘P alleen voorkomen in
~de verbindingen (_{ 5 ‘

Het is onfraai dat in de transformatie van Lie (5.30)

- de variabele _ﬁ ’ wordt bevoorrecht. Mayer gaf een fraaiere transfor-
- matie waarbij echter overgegaan wordt tot n + 1 overtallige coordi-

o o
5-41) '§ +7O?q’j d:'z-’“”-“ﬁ;l?:ﬁ*’/‘*“,;fl
Y. 73’

De bewijzen verlopen voor deze coordinaten op overeenkomstige wijze.

§ 6. Het covariante vectorveld of de Pfaff'sche vorm.

Heeft men een enkel vectorveld %% dan kan men daaruit de
rotatie vormen

“f
o1 Zy/l“ ‘)[/u w7
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Op dezelfde wijze kan men, als een p-vectorveld &Tz’__,,;'p gegeven 1is
de rotatie vormen gedefinieerd door

6.2) %’Iw ""gb =+ ()[/u w;,/,.,x/,,]

Verkorte notaties zijn

6. U = Wof w o= (/wffﬂw

Men kan bewljzen dat Rot Rot steeds nul oplevert.
Beschouwen we nu bij het veld &/} de volgende stelsels

vanlineaire totale differentiaalvergelijkingen /u, rong’
S) ?xf ofrf/u- 0 c
2 = rotatie
81) a//'“\ dg# klagse
6.4) SE) wry af§ :QJ /u)a/(g/u:o K = klasse

53 M[ﬂw d,g =0 of d}zdg’“ °3
84) Zd'/to/,_é#..oj Z}//u}a/,f/‘,

= gelijk-
vormigheids-
klasse

De invariant k ontleent 2ijn naam aan het feit dat S, invariant is bij
de gelijkvormigheidstransformaties W) —>@Wj . Men ziet gemakkelijk
in dat ¢ = 1 of ¢ = 0 en dat
3K
6.5) vir Vit
P2¢330

De volgende beschouwingen hebben betrekking op een"gebied van constante
klasse", dat is een gebied waar al deze arithmetrische invarianten
constant zijn. '

Om de geadjungeerde systemen behorende bi] (6.4) te be-
palen vormen we de rij

6.6) v, MA Wry Wy A/[,eﬂfs&yj wﬁrw/;/twv]

of kort symbo}.lsch

o Jew J- MijfJ—VifJ wWh/, enx.

Dan is in'elk geval
26

= 0 VvVoor G
6.8) j{ P

¥ O voor TC&p
Verder is 20 6=/

6.9) J = 2__{_7j



AT
} . -t : ;
en daaruit volgt alvast dat £0 « Nu moeten we twee gevallen onder-

scheiden:
I. 4, ligt niej in hetkgebiei'van;gQév; Dit is echter hetzelfde
als het gebied van ¢ , waaruit volgt dat J = wf;é:a is an]f:.y% { »

In § 2 zagen we dat bij het systeem
* I
6.10) C/u d£ =0 ; ;{f:\,+b”“’w
behoort het geadjungeerde systeem
6.11) ‘B/s aﬂme;’ZZﬁJ---.P

met
HopE
6.12)  J3 =0
£ C/x
Nu is (6.11) equivalent met
P Hp
6.13 S~
) (ﬁ[l“’.ﬁ?] D/Jl/—-c
of ook o W
6.1 ' e e ’ J‘._.
en evenzo (6.10) equivalent met
Pt “ /u"
6.15)
[FP*’.~... C/‘[n] dﬁ = O
of ook

Iy
6416} QB&/U" .. ‘-ﬁ;!f.c/(g/u]: o)

Bijgevolg is S1 gelijkwaaroig met

2f 1
6.17) JZ},.“,QP & =0
/

en is dus het geadjungeerde systeem S1
i 2P
6.18) fyj f/ =0 (aymboli‘%ch vaor

Jff‘""/’rgﬂi/‘o

Evenzo is S5 gelijkwaardig met
Py

A
cy’?/""’}.fu dj l'-'l'O

en het geadjungeerde systeenm S; dus

, 4
6.19) 52 y%: o (voor K = 2]3 + 1)
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Aangezien W/ niet in het gebied van %A ligt hebben MA en %[} Uy

hetzelfde M -gebied, zodat Sy =8; en Sy = Sy- Bijgevolg is in dit

geval Cs:zﬁ enk:z;u;:/\/ P
II. W) ligt in het gebied vaxn J . Dan is 8, = S..« Verder is W,I
N . 1 2 &= M
te ontbinden in

6‘20) %@A zu[ﬂ%] -ﬁ;l/—,\

¥ ¥
waarin W,\ van de rang -2 is en de gebieden van 2Upp 1477 88 MA
geen vactor gemeen hebben. Uit (6.20) volgt

6.21) f = wh/. W 4% N ¥N¢ o(f-fﬁ?cforen}

en t;us is het gebied van y hetzelfde als het ggbied van het stelsel
() W . Nu volgt ul‘b 83

6.22) %O w7 o(,_éﬂr -

en (6.20) dat
6.23) X &/ Uyt 7 # /,/ Aldy]jd’gﬂ..

- Vermenigvuldiging met &, geeft

¥
6.24
) Z‘U}-A[A Wylw] d(s
maar wegens het bu:é:en elkaar llggen van de gebieden van % en&b‘,l{‘ 7
kan dit alleen als %A a’,ﬁ +« Bijgevolg is 83 equivalent met
* |
W 5 o8
£.25) y”
i Zd‘ c(,ﬁ =
~en dat wil zeg,gen dat het gebled van W[A Wy] samenvalt met het
gebied van « Het geadjungeerde S_"» is dus

WP~ -

6.26) 5:; :/f:o (voorf(,—.-zpjw

| 7
 Verder blijkt dat S, = 5, en83=s4 zodat K:C..s: of-¢ . Hieris een over-

zicht: 3 oo
S, iuﬁ"‘ ° S.iS A ;’i,gr%
: {55 = 5)[ 0

qéo; y#ﬂfo

- = = 2
€= 2P . ]{ fe 7
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De belangrijkste stelling is nu, dat 81, 32 ’. ~S3 en 84 steeds volledige
systemen zijn. Voor een stelsel ./3 = (O hadden we in §2 als
‘n.e.v., voorwaarde vcor volleaigheid gevonden

6.27) '/3?: .Bg ()[/‘ CA? = Q )-,4C 2‘13‘...3\35 x ‘:‘D-&\J.n..)n

en hieruit kan men mu gemakkelijk een andere vorm van de n.e.v. voor-
- waarden afleidens: '

6.28) w[w{,‘,....)qt (;uw”....;}:] =0 9= lz-/a
waarin P “

e
6.29) z"};}’....fh‘ = k’ffl,--*—C/lg]

-

I
@

Hieruit volgt dat volledigheid zeker optreedt als Wy ...d, rotatie~
vrij is. De multivectoren en 3; zijn nu enkelvoudig en beide ro-
tatievri] en daarmede is de volledigheild v%g, 31 en van S4_ voor het
‘geval I al 1bewezan. Voor het geval II is  enkelvouuig en zijyp ro-
tatie is zodat hier ook (6.28) geldt. De volledigheid van
wil zeggen dat de n-gzp VBR deze - vector X,,, - vormend is. Er
bestaan dusooﬁfx -3p slf , de ro-tatledragers van het veld &, .
‘Evenzo behoren 'bi;) X n-K s y de dragers van het veld wf;
en bij S " oo X » de charakteristieksn van het veld &/ , waar-

’s
-k
tussen het volgende verband bestaat;

6. 30) I) k = K = .2)’3*" char. = dragers C rotatiedragers
I1) k = 2{3-—! K: zf) char. ) dragers = rotatiedragers

§ 7. Klasseverlaging bij doorsnijdingen.

Is een § -vector %{ g gegeven en een Xm

| K X |
Te1) j = € (::7“) Ja=4,0 0 m

%
” (4 - 14

dan is -
," . i(") )

I ' ot"t/
7.2) We,... b = 'Bg /'342&4, Jzaﬁé ) gk

de doorsnede van & ...J, met de A,,. Deze doorsnede is een ¢ -veotor
en dus steeds nul als §>7/72 , Nu geldt de stelling:
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| rotatiedoorsnede = dao_zjsnede rotatie

inderdaad is

w

/ A, A Ay,
W gty < (g5 By Dtyir B g Sy ity
en de eerste term rechts is nul omdat a[g c] =0
£tel nu dat Xm als volgt gegeven is
bt

T.4) /(,{ e /;ﬁ*);cn

dan stellen deze vergelijkingen bij veranderlijke waarden der ¢’s een
stel van oo m)&,h s voor. Kiest men nu de coordinaten zo dat

hn/ o+
7@5) / . ..‘,05 iﬂ

dan de X $ de coordlnaten ,,,»van dit ccordinatenstelsel in elk
der X 5 kan men(_«fJ g als coordinaten gebruiken. :Trsrdt dist
gedaan dan treden duscgj . E§M in d2 plaats van }7"“,- v 7 en de
doorsnéde wordt nu

’ A %3
Te6 2 D~ N Py -
) ﬁ/ﬁf = 8/3{ O/ RS ﬁ}/g ”Cé L
Dat geeft het recept:
Om de doorsnede van wj .. te verkrijgen laat men eerst
alle termen vallen die een of meer der (nieuwe) maatjggptoreneg, ‘g 3,‘
bevatten en in de overblijvende als functies van (g eg beschouwd
ot
vervangt men (g ._th" docr de constanten ¢ .....C .

Wordt van een vector W, van de klasse K de doorsnede met
X,n_ gevormd den ontstaat aldus een vector Mﬁ, van een klasse K’

in ’Xm . Het verschil k -K V heet de index van het functiesysteem
treds

/PRI 5 to.v. w) e« Om K te berekenen hebben we nodig w » de
Totatie "{/en de uit wen 4/ te berekenen rij der ys . Haar w is
de doorsnede van wr Z(/ de doorsnede van Z&ren dus ledere j de

doorsnede van de overeenkomstige c7 « Om dus zulk een ‘7' te bereka»

LAY

nen laten we uit de overeenkomstige ¢7 alle termen Eet 6), s QA
. (T xS

L
vallen en vervangen in de overige ﬁ - (_§ doo:g,c, s, C « Let
men nu op dat ’3,2 = JA/ enz., dan volgt dat [Y dan en alleen den

nul is wanneer
i s

7.7 .71, SR ) WM/ f

Neem eerst het geval m = 1, dus slechts é€én functie f£.
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Dan is dus y:o alleen indien c?’f-:.a . Br zijn de volgende gevallen
!g_:“ S
I K oneven)  4p,,-
a) {7/#0 dusy/géc} ,
f geen opl. van S =z J);, en dus geen opl. van 5:5;

| 'K = Kik=0
7.8) b) ??_‘,o mumrcj// iO

f een opl: van §; =S, maar geen epl. van =S,

K'-K- z,,{;—i

204 d.
O HF 0 omdet Ff=o O
f een’opl. van §'. §”  en dus een opl van S, =3,
! 3
{ =K -2 s k22 (zie echter later)
4}“ — ‘!!9 ,f..
II k even)a) y/ O, dus d‘_r’ # ¢ .
£ geen op. van S, -}L en dus geen opl. van & = S,

‘K=K ;
7.9) b) Cf[ 0, maar 7 {o

f een oyl. van 5 ‘;f

'K = K-/' K=/

maar geen opl. van 5,= 5‘,

y L
°) / O omdat J/: ,
f een opl. van 5 S en dus een opl., van S -=S;
K <K- 2; k" 2 (zie echter later)

We gaan nu bewijzen dat in alle gevallen K} K £ is, indlen f sen
oplossing van S,f is. Neem het coordipatenstelsel 2zo dat 0 ..[ »
dan is dus fg& een oplossing van 5; en (gn: const. ecn integrasl van
82. Bijgevolg neemt S, de vorm aan

joe—«-—-—m

F
, j w;ﬂdfg =0 Dit zijn de vergslijkingen van S,
7.10) ﬁ«drg 0 horende bij de dooramde w}a

z%,deg o e flzz,...,n

We weten nu dat 'Sz volledig is, dus dit moeten precies 2f+/ on-
‘afhankelijke vergelijkingen zijn. Laat men twee met piljl aangeduilde,
die zeker onafhankelijk zijn weg dan moeten er dus een aantal 2 ZP-/
gcnafhankeliike everblijven. Bijgevolg #&s. K" 2P~ dewoz. K2 K-z,

i
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: S : fa
Hieruit volgt dus nu dat in de gevallen Ie en Ile juist k ::}( -2
" Samenvattend hebben we dus nu verkregen

k =0 als f geen opl. is van Sg en dus ook niet van S;
£

k =1 als £ eeh opl, iz van 82' mear niet van S3
{
7.11) k=2 als £ een opl, ig van S3 en dus van Sa'

5 Een functie met index O behoeft slechts aan ongelijkheden
te voldoen en kan dus zonder integratie bepaald worden. Voor een
functie met index 7 dis integratie van 32’ nodig, dat is van een vol-
ledig systeem van n - K vergelijkingen, Dat kost in het algemeen een
operatie OK » Evenzo is veooxr esen functie met index 2 integratie van
S; nodig dus in het algemeen cen Q’\’*! « Maar er zijn uitzonderingen.
Is K = 1 dan is /' =/&{; ng’{ esn functie met index 1 en kunnen we
dus met een Oo uit. Is K = 2 dan xunnen we met een O,ecnfunctie
§ met index 2 bepalen. Dan i3 wru J,g';.»S =0 en dus is & wvan de
vorm 4 = 20,15 « & gavondar ziinde kan Z zonder integratie
bepasld worden en Z heeft dan iniex ! . Wz hebben dus volgende
kostentabel voor één enkele functiaz

index O geen integratize, bhestaat alleen voor K (n
index 1 OK voor X>2
7.12) O, wvoor K =2
Oo voor K = 1
index 2 O
K-/ Mt 7
Zijn er meerdere functies /, .- .,/ , dan is de index
 t.0.v. &4 zeker £ 2(n-m) omdat de doorsnijding na elkaar uit

kan voeren en iedere functie ten hoogste een klasseverlaginglkan geven.
Is inderdaad k = 2 (n-m) dan heet het functiesysteem geconjugeerd t.o.v.
: % . Blke functie moet dan index 2 hebben, Om een geconjugesrd Iunc-

tiesysteem te bepalen zodat men dus eerst een oplossing van 53' 3
K-r_

.13y J f=o »

- Dit kost een OK*’ . Stel f is die oplossing, zoek dan een f die
4t
tezamen met T met 4 verlasagt:

K-jn:;/ -

T+14) 9// f"-o
Fad

/
Maar dit ig equivalent met ¢en &3 - vergelijking in de Xn_,/ = con-
stant. Dus kan zeker met een pperatie OK-.? worden opgelost. Noem die
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o my2
eplossing f en ga zo deor. In totasl zijn de operaties

7415) | Ox_, Op 357" 3 Ofc_ snermys)

nodig om één geconjugeerd functiesysteem vast te leggen.

Indien k = 2 {(n-u} - 1 dan heet het functiesysteenm
semigeconjugeerd. Elke functie moet dan of index 1 of index 2 hebben
snders kwamen we niet uit. Men kan dus beginnen met een functle van
index 1, dat kost oplossing van Sela

K ~
7.16) J/ = 0

‘dus een (g . Noem deze « De werdere verlagen alle telkens met 2.

%Los dus eerst op
t K-2 mes

7.17) ﬂf/:o

Fec$ 04

@

ienz. In totaal is er nodig

e




OK v O‘ Be2mem
_Maar het kan ook anderé. Verlaag+ eeg:a?: }n~m~1 maal met 2, det geeft
Tyues ,:E met behulp van de operaties

7«13) ' Ceer C‘K-h...... sOmrzlwm‘)

1 de klasse is mua gedaal% tot K-«zfm«fm»c) . Nu willen we nog één verder

nz22r beneden en dus moet £ een oplossing zijn van
K-afn-m-g)

7.19) | "

= O

&:}e zich afspeemitz}h in de Xm, met de vergelijkingen
f = consty...; £ = const,

Om die oplossing is nu nog nodig een

OKn-z{m-'rn) AR K > m-m)
7.20) 0, . W= afmem)
G . K~ 2/m-m) -

§ 8, Het theorema der Klasceverhn:irs

Wij bewijzen het theoreme

Opdat bij een gexeven veld w, van klasse K juist een systeem van S
functies kan worden gevonden met index k is noodzakelijk en voldoende

cat 0 g% ¢K
3.1) 2§ 2k

K-k ¢ @-S
De noodzakelijkheid der voorwzerden is trivizel, Het bewijs van de
i onvoldeendheid wordt geleverd door inderdead D functies te construeren,
~ We doen dat dan zo dat er zoveel mogelijk functies zonder integraties
bepeald worden, en bepalen tegelijk voor de anderen de tern hoogste no-
- dige operaties, )
: . willekeurige functies bepalen een systeem van oo Xn-u s en
de doorsneden van deze metw, hebben zeker een klasse g m-u . Is nu
| n-ug K meak dan dat deze klasse M- u wordt,
Dearvoor is n,e.v, dat

(O i §=o voor G >m-u

8.2) 1 )ﬁ ....... g

en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend product
van meer dan n factoren altijd 0 is, Is w-u 3 K  maak den dat de
_klasse ven de doorsneden precies K is . Dearvoor is n.e.v. dot

o i I (=evoor < >K

5. .

?:.o voor T gmi-d

‘g' $ovoor @ K
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maar ook hier valt de gelijkheid weg, omdat Y20 voor T>K » De

tasi‘*, P

fu:ae’c;xes hoeven dus alleen maer aan ongelijkheden te voldoen en xosten

,geen integraties, Ga door met het gerste geval, De klasce is nu n-&

in een meu en deze moet gereduceerd worden tot K k . Dat kan al-
+ijd met behulp van |

€.4)  ff{n-u-Kik en) n=0 of 4
functies en het totaal aantel functies is S , dus
8.5) - u.+'§;'ﬂ.—3u~- ‘kuq\ S

of

8.6) usis-&*K*ku%ﬂ(\
Nu willen we het aantal w maximaal hebben en kiezen dus N=0 . Dan is
8.7) %:ZS fKJﬁwn,

en omdat hier m-u gK is
8.8) | { 2K —am 41D ?';if‘

Nu het tweede geval, Hier blijft <e¢ klasse eerstK in een me « Dan
zijn er nog nodig yk of gk+) Functies die de llasse op I\-k brengen.
Het totaal santal functies is dus

8.9) urtk (K even)

S =
urifks) ( k oneven)

aus (3—5‘: ( k cven)
8,10) u

S*i&ﬂ) ( % oneven

en aangezien MN-u % K is hebben we nu

'8.11) i 2K 1m 42§ < kot

‘Dus, recapitulerend:

voor 2K-im 29 3k voor 2K -zn+1Q gk
Bepaal cerst we2S +K-k-n functies Bepaal ecrst S bk of 3«;‘4&”;
zonder integratie, die de klasse functies zonder integorntie die de
brengen op klasse onverasnderd latuen en Asarnn
a-w =1m-2S 2Kk tk of #ke) functies lie de
‘Bepaal dasrna nog n-S+k-K xlasse op X -k ‘brengen. it kost:

functies die de klasse oOp K-k
brengen, Hiervoor nodig de operaw- .
ties 0

keven: Oy, , Ok.y s Ot
;{K }‘( ¥ Dﬂmitosta ﬁ“}"k*lxﬁK*k*‘
‘(Onwanl}\‘(' k o 0“""*; ﬁ“&’gp [ ‘:}i
IKVM ’ ‘0‘.1 ,QK..&‘ ‘0#

im-29 Kk , o;mx 2S5 -Kek-s,
) O\“(—'\tw



,§ 9.. Kanonische vormen van w, en 'w&d. A

-

26,

743 19*& de klesse van Wy en §, ..}s een systeem van P functies me?

index 29 . Kies de gk dan zo, dat §,. ,1;9“' r onafhanké ™
li;jk zm;)n. “’k ié kan dan als vcxlgt Wcrden uitgeaohrwen
£ P* pt!

91) W;xdg r“u e+ w A 9 igft Wi—uis
Waarin Wyovemens YU func‘tiea van 5 g g zijn, }Jm de inu-
dex 29 ie ontsteat uit (9.1) een vorm van de klaase & indien '5. ,&
door oonstanten worden vervangen. Bijgevolg is voor €a¢

*} . mn
9.2)  Uar ey

' . . 4 f

een volledige differentisal indien in deze uitdrukking s, . ..& als
parsmeters worden beschouwd. Er bestaat dus een scalar{\{ghs zo dat

f)

, ?“ " “ 8
9.3) uo\g et dE oS “ag_ ...... _2..’%14;

Uit (9.1) en (9.3) volgt echter dat *\kaiﬁ}‘ kan worden geschreven

:Op dezelfde wijze wordt bewezen, dabt voor £=0 een vorm bestaat

1A P
19.5) w;ég*,m&s»(-»-mwaf

‘ )
‘Men noemt (9.4) en (9.5) kanonischs vormen van W Jg . Het is interes-
sant voor kanonische vormen de vergelijkingen der dragers, rotatiedra-

' gers en charakteristieken te kennen:

A 4
p = const.y & = const.j...3 & = const,
a 4
char.:dx;?gers.{ % = const.y...} f = const,
X v 2Am- 1
Keage ( “¥ ¢ = const.j...} £ = conet.
rotatiedragers: 4 P
- X ) 7 = const.j...} 2 = conct,
& “"IP
3,6) 4 ¢ )
; S = const.j.eej § = cOresd
char,
4 1
(X’Q“k) { Z FH % e @ g; = const,
HK=2p | «
4 f. -
dragers=rotatiedragers S= const.y.ees const,
X ¢ =X i
m‘K Tl"lf) 2 = ‘Censtasvor} g = const,
In de kanonische vormen verschl;;?'t; als een veld van de klesse K
in de Xk van de variabelen £4.,5, ,'z,.... . " dat ontstaat wanneer

")ex wordt samengelegd near het nnrmaalproblaenr XM » met de vergellj-

1 4 i ‘,P -
3.7)  eh = const.y 5 =constip.. 5= const.y 2 = const.j...t =CORAR




| 27,
I}i’b zijn precies de d r%ers van wh
~ Voor g«-t is :

aay : ‘j)\ ; .1-1? Zry S
9.8) | g LR «z)‘ze“* *\y)
: 1944
4 pi 1 LA
A e A =1 2y S L. ;
1 2?*3 {k §}§1 h,’m, k:? hkgv*g}

en daaruit volgt dat voor K even een veld in den kanonische vorm ner-—
gens een punt van verminderde klasse heeft waar die vorm geldt.

Een veld van even klasse in de kanonische vorm heeft echter punten
van verminderde klasse gegeven door

. 4 ¢
9»9) Z =0 PAERIDEEE ‘)’l Pyl

In die punten is a0 )szf cawkw

Heeft men twee velden ‘so; en w; die in de punten § en f; niet van vexr —
minderde klasse .en va:n dezelfde klasse K zijn, daxx kan men twee coord -
natenstelsels g eng mvoeren, zo dat wy, in een ?ﬁ:[% ) in de coordi-
naten §k en w, in een Wf(; in de coordinatenf’ ' den kancnische
vorm heeft waarin de eerste Woocordinaten voorkomen en de andere ont-
breken, De velden hebben nu elk op hun eigen coordinatensystecem en in
hun eigen gebied precies dezelfde vorm en kunnen dus zonder meer op €l-
kear worden afgebeeld, Men zegt dat zij isomorph zijn, Tvee covariante
vectorvelden zijn dus dan en alleen dan in de omgevingen van twee ge-
wone punten isomorph indien zij van dezelfde klasse zijn, Een enkel velad
is antoisomorphin ieder gebied van constante klesse, Men mzke zich dui-
delijk dat bijv, een scalarveld nooit autoisomorph kan zijn wanneer het

niet constant is,
o o
§ 10. Eigenschappen der functies ‘(‘L S moz e s, o P

k . "
Vanneer ken een functie van § de rol van een veldh cpelen voor ol
oneven? Daarvoor is n,e,v, dat

10.1) ’«wdﬁ wy, ~ b
een veld van de klasse 19 is. Nu is echter
gt AP+ 1P

10.2) N _.31‘;

mm dus is n.e.v. aat"p een oplossing is van het niet hcmogene lineaire
sartiele systeem van differentisalvergelijkingen

sper 2P
10.3) ;

’j“‘j{uxo

it (10, 3) volgt

1?*!

10
0.4) Aj)g =0 -,‘jﬁkat.o




28,

'en’(b moe'b dus een oplossing van 5 = S,,, z:.jn die niet tevens oplossing
van 5 5 is, Me:r deze beide voorwaarden zijn niet voldoende,
‘Srengt men Wy in de ka.nomsche vcm

1P K
B I

Jan neemt (10.3) de vorm aan

] K 3 K .
10.6)  2p e tag -8, g
en dit is equivalent met
3.0»7) D,‘Jh,n‘l 5 ’Dw,b, =0 ‘) {a2 VK‘H, ...... "'ﬂw

Bijgevolg is (10.6) of ook (10.3) een volledig niet homogeen systeem met
de algemene oplossing y
10.8) fug * ¢(§*,-'---",§ )
bevattende de willekeurige functie é? . Is p geen oplossing ven (10,3)
den is de klasse vanwygelijk aan 20+1 . o o

Wanneer kan een functie vang de rol van een veld 5 of z spelen
voor K oneven? Het is duiaell;;k, dat iedere 6 is een functie van index
2, dus een onlossing van S, =S§ . Dok volgt uit de afa}aelding van de
kanonische vorm dat iedere oplossing de rol van een §$ kan spelen,
Ku is
10.9) d‘b*;&:aégh*;é)w;&: o
oo dazrult volgt det & en £ verwisselbaar zijn, Voor de funclties «
geldt dus dezelfde eigenschap.

Stel rg d=t K even is. Dan veolgt op dezelfde manier dat voor de
functies s alleen onlossingen van $.,’ = S:, d.We.ze Tuncties van index 2

in senmerking komen, Haar de 5. en 'z zijn nu niet meer verwisselbaar,
“Voor enice functie van het soort z is n.e.v, dat

N d -t
}-OtiO) ’ij z '*0)‘
van de klasse 1?-—1 is. Nu is, _,

1 ot _ f
10.11) Aj AN -ipr A
1P~ 1p~

T2 4o

en dus is n,e.v, dat 2 een oplossing ie van het stelsel niet homogene

lineaire partiele differentiszlvergelijkingen
x 19 2p4
10.12) Y o197 =0

Uit (10.12) volgt: A:l;

*I

10.13)

Nl



Dus "m“?e;t’? ‘een oplossing zijn van 5: =S, die geen oplossing is van
\ 5;3:5‘,_ s 8.%.z, 2 moet een functie met index 1 zijn. Maar dit is niet
Yoldoende., Wordt in de kanonische vorm geschreven

: {2 e -1 K
10,14) W = 3 PR e +§K “‘x
dan volgt ne. enig omrekenen dat (10.,12) equivalent is met
-] p! K~
10.15) [ {§ S AR *’g Dy ")”’
Ow 220 jwelsy 4

¢ K

fieruit volgt, dat ie&a3re fun%tia van § PR § die homogesn is
van de grasd 1 in§ ,§. ,...‘5 ' een oplossing van (10,12) is en omge—
keerd, Is % geen oplossing van (10.12) dan is de klasse van w, gelijk

aan 20
Semenvatting:

f+  : funetie met index 1 die een oplossing is ven het niet
K oneven ; homogene stelsel (10,3);

S enz : functies met index 2;

$ : functie met index 2
K even # 3+ functie met index 1 dlie een oplossing is van het niet
homogene stelsel (10.12)

Heeft men eenmaal een kanonische vorm dan kan men gemakkelijk een
stelsel vanS functies met index k zonder integratie vinden, mits aan
de condities (8.1) is voldaan. a o

Is K<a dan zijn er behalve g{\, s & 3 % ;oag:,...,.«,? nog w—K
onafhankelijke functies, noem deze overtallige functies.

Kieg nu voor

o o« o0t
kevent ik van de s en S-3k wuwit de tot deze & behorende z

en uit de o{rertallige functies
oL
konevens ilk-) ven de 2z

ou @
S - ifk+) uit de § behorende tot deze X en uit de
overtallige functies; o
de funct@iefu voor X oneven en een der s die niet tot de
gekozen 4 behoort voor K even,

§ 11, Gelijkvormigheidstransformaties en gradienttransforpmaties,

Bij de gelijkvormigheidstransformatie

11.1) 'u&ﬁﬂ‘ufk

ig voor iedere waarde van vy
¥ b3 Ay}

11.2) Y o’ v T

sl A TS

11.3) J o J



;.3{}‘ s

gl_z_g zijn k en de charakteristieken invariant, (Volgt ook ait de invari~ =
entie van Oy ) | | ,

Geval I: Kis 2§9+

19¢i
Y 40
11.4) ’aym* Pe 1§H
Lep
:gjus w(’.P*J,} CT, # 0 voor g~ index O

| \
1 =0 §
Toor K £ M ia de index ven Q" nooit nul, Dus:

Ksfsvoor G index 0
Kﬂ?%

Kekvoor & index 1 of 2 (altijd voor K=m )

= 0 voord index 1 of 2

(nooit voor Kzn )
11.5)

£ 0 indien O geen oplossing

11.6) is van (10.12)
;}f ip 1P
AT
= 0 indien dit wel het geval
is.
K K <K indienG geen oplossing van (10.12) is
11.7) - ‘?P " K-k indien 9 een oplossing van (10,12) is,

Dcour een gelijkvormigheidstransformatie kan de klasse dus altijd tot
k worden verminderd meer niet verder, Hieruit volgt dat k het minimum
aantal yvarisbelen is waarin zich de vergelijking w, d§*

laat schrijven

Bij de grz dienttransformatie

11.8)

IW)‘ t'ﬂx +3>‘ 'Y

iz voor iedere waerde ven VY ¢
LY L3

11.9) SR
: lWl 2044
11,10) B 3
;_}_g.x__g zijn 2P en de rotetiedregers invariant (Volgt odk uit de invariantie
an 6; ) ip
Gevel It K*lf + ‘31“"
Y oapm 49 (£ D indien  geen oplos-
= i sing is van (10,3)
11.11) A = 0 indien dit wel het
3 =0 geval is
{Dus1 ¥
‘ K=K
11,12) K?—if“ indien C geen opl. van (10.3) is
]
K=Ky indten ¢ een opl, ven {10.,3) is.




e | 31,
Gevel II: 7‘9 = 2{3 ; 3 :
1.43) | J*0 , { £ 0 voor ¢ index O (nooit voor/J=m)
13 ’ k

; - = O voor ¢ index 1 of 2 ’(al’cijd voor

. 7= n)

Dus

4
: . ¢ vo )
11.14 W: 2P ?? 7ﬂ:voor G~ index O {nooit voor 7? n),

‘%9 = 72 voor ¢ index 1 of 2 (altijd voor H=n)

§ 12, Het inwendige probleem voor ¢ =rz- p=

Gegeven een é_;—veld door de vergelijking

12.1) W, dtgzz 0

waarin 4/y een veld is van de klasse :72,9 . Men zoekt de omhulde me}' voor
de maximele waarde van m . De doorsnede van W; met een dergelijke »Vm
is nul, Het probleem is dus equivalent met de constructie van alle
stelsels van n-m functies met index /T . Nu gaen de condities (8.1)
voor K = 7& Sen-m over in

(12.2) 2fn-m)2 )P ap+ ¢

en dzarult volgt voor de maximale wacrde J van m

(12.3) Uan-f,«ﬁ -.v.n..7f’+f

Om nu een dergelijk stel van/Hc functies werkelijk te bepalen, in-
dien W/, in de kanconische verm
12.4-) ZU‘A:: 584 )Co'{‘/ﬁz‘adx'jz‘:%"‘l/o}821(7[0
a2g=ica is, passen we de regels foe var § 10 en vinden de P+ ¢
ver-.ilijltingen B
0 k
12,5) EX "= Const ; X'z Const ; £ :;...._,f

Verge.ijken we dit stelsel met de vergelijkingen der dragers, roiztie-
dragers en chorakteristieken, die hier de vorm zanmemen (verg. § 9):

dragers: £x°ccans‘h.; .xx:eanet.; /47‘- =nonat, §
t (xn~ﬁ/

# ,
dragers J =const.s ﬁ; =const.y vt;;' =1,.. ,f’
k,
sharacteris-  £X ‘=const.; X" =const,j

tieken: = - : ) -
xm p £ =cnmsty; ‘./Q"‘/'}" L /.},, =const,
\ /

dan zien wij dat ledere omhulde n-p-E bestaat uit:

p-wl
« Cvoor £z ¢ wﬁdragers (=rotatiedragers) en oo choxracteris-~
12.7 tieken,

ad
voor £z, 1 oo dragers (=charakteristieken)



‘ 32+
Uitgaande van verschillende kanonische vormen vindt wen op deze
wijze verschillende stelsels van omhulde XS « Bijv. |

S ! 23 ’
12.8) Wy = €, 'f’-(g e, = Ag(_g +,§l_§3) -,§3c=}

We gean nu bewijzen dat men alle omhulde Xm'S ; m <Y kan bepalen
zonder integratie indien men over één kanonische vorm beschikte. Zij

. : v
12.9) WJ = 5(}3% +/3,‘0/7£,',' éaaafz ;z':zt..,,/a

de kanonische vorm. Het bijbehorende stelsel van X ,,'s omhulde
is

12.10) Ex°® = const. 3 x‘ = const.

Neem dit stelsel M « Door elk punt van het beschouwde gebied gaat er
één. Neem nu een willekeurige omhulde Xm* Dan gaat er door elk punt
van )( (in het beschouwde gebied) één X vanM Deze Xy heeft met
Xm een me mc’ 1¢Tsn-y % nN-V-rm 57T £ n-m sLemeen en dus
bepaalt de X met al deze ¢o - snijdende X,’s juist een X,,,__ z

Het hele geval degenereert
voor T a=2,.vV , dit is het uit-
zonderingsgeval waarblj de Xm
juist in een der X,'s van A
ligt « Laten wij da% geval bij-
zijde dan bewijzen;

in X r 2igt één en slechts

een omhuld,a X, » die Xm be~

vat _en deze behoort niet_toig ./V'

Zijnde vergelljkingen van Xm

[
12.11) A /M:j.x’f/fo‘-ngﬁ+,£Tf.J.£“}:o

dan is de rang van dit stelsel #-72 . De rang ten opzichte vanpg; gﬂ"ﬁ*f
moet minder dan h-mzijn anders zouden Z-# dezer variabelen

uit (12.11) kunnen worden opgelost en deze oplossingen gesubstitueerd

in (12.9) moesten O geven. Voor £ =7 kan dit zeker niet, c),; x° kan

~ immers niet nul gemaakt worden. Voor ¢ : ¢ zou het stelsel (12.11)

equivalent zijn metﬁ vergelijkingen /0, 0 en nog n-m-p verdere

vergelijkingen. Dat zou met zich brengen dat het beschouwde gebied

zou liggen in het gebied van verminderde klasse (verg. (9.9)) hetgeen

we uitgesloten hebben. Dus is de rang van (12,11) t.ouwves f !f*“'. ,’g

gelijk n-m-0"', ' , en daaruit volgt, dat uit (12.11) juist

1}°+§.’ >~ "
£ vergelijkingen kunnen worden ageleid, die /A, § R 4
M bevatten (eliminatietheorema).




(12+11) neemt dus de vorm aan

‘ L) S
12.12) iy F (ex® x%) =0 PRy T kB
. Fx ; i ;T*{*I E:, pw "a"‘"‘u[’
A 7y
b) (exSalfy, €750 £%)= 0
en dearbij moet de rang van (12.12b) t.o.v. /‘ szst: . ‘g juist

gelijk n-m- g'zijn (in de nulpum:en) De doarsnede van de )(m met de
vergeliakmgen (12.12) en de X $(12.10) verkrijgt men door in (12.12)
de x° ’ xk te ver*vangen door constanten. In elk dezer X $ kunnen

for g’f"fﬁ'..., £ als coordinaten worden gebruikt en (12.12b) stelt
dus precies in elke X, een XV noeme g VOOTr. Dat wil dus zeggen dat
%= z’en dat hetzelfde getal dat geometrisch de ligging der X .04V,
de snijdende X,,c van N~ aangaf, algebreisch het hoogste aantal ver-
gelijkingen in X x aangeeft dat uit (12.11) kan wordena fgeleid.

De 7 vergellgkmgen (12.128) stellen de XM gvoor die alle X § van
AN bevat die ten minste een punt met X geneen hebben. We moeten dus
bewijzen dat deze ¥ vergelijkingen op één en slechts é<¢n manier kun-
nen worden gecompleteerd tot M-V vergelijkingen, die niet in strijd
zijn met (12.12b) en w, d_g'anul maken.

Aangezien de Xm(w.m) omhuld is, is
12.13) Eelx® 4 p,dx'z 0

esn gevolg van (12.12) en
t a
12,06 LMY F 0 A8 e eyt

of in andere vorm

Edx’ M - a’-tké)i\’“

120,‘15} 6}36 ﬁ o‘j g f'.'.‘. Jf.,‘”“-f*ff'f'{,u.
x .
Ext BT, axt WM/% aé‘ P e
A aqgw }

Bijgevolg moeten er coefficlenten 32% ’ gfv nestann vodat

55543}%1,,59‘5@'“ o

i1
s
oo
%(
B

o ga
.16) / o © i
12-16) /b d ‘))(_"* .f j‘i {/ a/af:-x
¢ = Pa R J 0 = 55 du
3 X' d C
gedlt ingevolge (12.12), Indien de niet alle nul waren zou (12.16b)

uitdrukken dat de rang van het stelael der f te0evVe de /JJ _{ w
kleiner ware dan n-m -7 - Aangezien deze rang echter precies n-m» -7
is moet 9?5&,‘ 0zijn en is (12.16) aequivalent met



12,18)

12.17) ¥ ox®
B . J ~‘."’6J
a - :
b) /91: ¢O£ 95(} d..._{,...‘/a

en dit stelsel moet nu gelden als gevolg van (12.12). |

Voor & =/ volgt uit (12.17) dat tenminste &én der J:‘mwerke‘lijk
X% vevat. De rang van het stelsel 4 “is ! en men kan dus altijd
(12.17a) met ¢{-& vergelijkingen uit (12.70) combineren tot een stel-
sel van Z onafhankelijke vergelijkingen, lineair in de ¢§rx « Uit
deze kunnen de ;ézworden opgelost« Substituatie in de andere /0+£» z
vergelijkingen geeft een stelsel van [*E&-7 vergelijkingen in
X%, fr dat moet gelden als gevolg van (12.12). Samen met (12.12a)
vormen deze vergelijkingen een stelsel van fhﬁ E=n-vY vergelijkingen
dat de gezochte X),: voorstelt, o

De constructie van een willekeurivse omhulde Xm is daarmade terug-

gebracht tot de constructie van de meest algemene omhulde Xy « Om
die meest algemene omhulde X,, te vinden hebben we dus het volgende
te doen:

Regel I voor de congtructie van de meest algemene omhulde X),

1) Bepaal sen canonische vorm (12.9) van &, 3

2) Kies en getal U3,/ i Sm-v3$

3) Kies [' willekeurige vergelijkingen (12.12a) in 52‘3 x X met
analytische functies ﬁ“g_gﬁgg__@g_‘g Exen p_g der x/f kunmen
worden opgelost;

4) Schriif de vergelijkingen (12.17) op; '

5) Elimineer de ¢u uit (12.17) en voeg de overige vergelijkingen
(12.17) na substitutie van de gém bij (12.12a). Dit_geeft dem-v
vergelijkingen van de Xy.

De meest algemeene X,, hangt dus af van [ willekeurige functies. De
meest algemene Xm, wordt verkregen door Y-~ willekeurige onafhanke-
lijke vergelijkingen toe te voegen.

Uit (12.12a) kumnen &4 %en J-¢ der Jfk worden opgelost

a) Ex’s Ewyx?
. ; J. 0‘3’],,‘0' z..-cl
by g a/,a:/x‘f’/ ’5:2:-5.,2..?,%.

en dientengevolge neemt (12.17) de vorm aan (schrijf on a?g s in
plaats van ¥ ) =7

a) € =z £¢,
12.19) D) p, =

c) ; - o 404
P du e



Het voorschrift luidde: elimineer de ¢4, uit (12.19) en voeg de overi-
ge vergelijkingen bij(12.18). De vergelijkingen van de X, zijn dus
(12,18) samen met (12.19¢), of ook, indien men invoert:

v W e w )  pw Y
" =s...,0-8

g ;“‘E ‘*” 5wy
in andere vorm ! {P

‘ Ex": - W__ auvxo’*
12«:21) X“ _— l)l//
‘7)/‘741 ﬁt’r:% i/

Men ken bewijzen dat (12.21) altijd 2en omhulde X, voorstelt ook
wanneer W £
voor & =/ een willekeurige functie van /Dm s X is
voor £ = ¢ een functie van /:3,z , X% , homogeen v.d. graad f
in de /6{,2 is,

Dus:

Regel II voor de constructie van de meest algemene omhulde X, :

1) Repaal een canonische vorm (12.9) voer wr} :

2) Kies een getal 72, en §P+g

3) Kies een functie van /a, ’“"’/"r-z y & E‘-g,:;‘ Ceny xﬁ, analytisch
en voor & =0 homogeen v.d. graad f in B, yeees Ay e

4) De vergelijkingen (12.21) stellen de mecst algemene omhulde X,

voor. Men kan zelfs iedere X, schrijven wanneer men W lineair
2-_32. /bl ’Qtn,ﬁ‘:_b kieﬂtt

De meest algemene Xm werdt weer verkregen door V- vergelijkingen
tece te voegen.

- § 13, Andere_geometrische interpretatie (in een X,,_M Y.

Tet nu tce werkten we in de X‘ van

B

; . #£ o rE+ ¥l
13.41) X, X, n‘;célfx.....cg

| Alle speelt zich echter eigsanlijk af in de X,{.M van X°, xf A

die uit Xﬁ ontstaat door gamenlegging der Xﬂ, naar de dragers (dit zijn
; Xn,~a ~£‘3) van &/, . Laat dus voortaan \{af“'j”, . ..anweg, of, wat
hetzelide is, neem W = 1P+E .




Nu veranderen we de notatie en schrijven

fi inplaats van f

cgo " n x°@

; ; ﬁk n f th
13.2) ‘ Wy n n o
KAd«t-o. an I A
2.4 € noO2PHE

De canonische vorm (12.9) gaat dus nu over in
13.3) ELE + w, af?{';

Voor £= ¢ DVbeschouwen we nu de &/, als kentallen van een covarianten
vector in de X,b der'cgk « Dan stelt de combinatie (f'fw) een vecter-
element der Xn, voor en de combinatie .gfl w, / eeny element derx X,w

Dus: ’Z

-

K
Punt der Xr-n’ der'__g en &, = Vectorelement der x,, derxr 'gk
Kromme £k y lw,J in de Xm e (-1 )-element der X,.,, .

Volgens Lie zijn twee vectorelementen _fk, i, en f’frf_gk y Wy +dus;
en ook de corresponderende (M -/)-~elementen in verenigde ligging als

13.4) w;, o § ‘oo

Dit betekent, dat er tenminste één X,,N, bestaat waaraan ze heide raken

(slordig: dat punt van de een in &  van de andere en omgekeera).
2n,-monafhankelijke vergelijkingen in _gk} W, tepalen een stel-

sel van ©o vectorelementen of een % . Je B'Z'm heet homogeer indien

de vergelijkingen homogeen zijn in W, . Behoort uan '§ "iw; tot ae gfm

dan ook ‘gk , (lwy . In dat geval bteraalt de 7¢,, een stclsel van

-t 3

0o m_}s‘ of een 'n“bm_, .

T, wordt gencemd X,., als alle vectorelementen die maburig zijn
in verenigde ligeing zijn. venzo L, = Me -,

Voorbeeld: De vectoren in één punt der X,, vormen een %W die JY; 5.
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een Xm in X& een f){: en de {:4‘"
rakende aan de X,,.,,eea M,._, . Deze speciale ¥ en ﬁm..': s woraen
genoteerd N:f"en /f:" « 213 zijn volkomen vastgelegd als de X}m
gegeven is. !

Kan men uit de 2n-m veygelijkin _en der ’B‘Zm juistw-f onafhankelijke
vergelijkingen afleiden die alleen de jk bevatten (n.e.v. is dat de
rang t.0.van de W, juist wam+tis), dan bepalen deze vergelijkingen
een Xg , het veldgebied (fieldregion), der %m of mw .1 heet de
velddimensie van de Nmof mm__‘. Men berekent gemakkelijk

0 £t £n
13.5) mMmen+i £t $m voor niet homogeen guval.
me-rn St fm-1¢ voor homogeen gevale
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, Voor dltzelfde geval dus voor £ =0 ge‘brm.kt men in de xz m ook
'graag de coordina‘ten :

N P P o (K)d,
3.6 X éfj* ; X w,
' ' K= (i), vuo.,tny
Dan necmt wh d 5 de vorm zan van een dlfferentlaalvorm in X

13.7) WydX?; By SLIC/RRN. V)

waayin /Aé een covarlante vector der ™ is met de kentallen
. N J
13.8) b‘/ jw,—, J //\/{3} ‘f’fo ‘
In deze X stelt iedere % een X voor. Is de %m een N, dan
geldt in elk pun‘l: dezer X dat W c{)( B,_ o 1is. Een Nm is dus een

omhulde X,, « Van Wg kennen we de klasse, namelijk 2n « Nu weten
we dat de maximale waarde van ™ Juist M is (verg.(12.3)). Daar-

uit volgt dat er geen M, 'smet min bestaan !

We gaan nu de resultaten van § 12 blz. 29 in X geometrisch dui-
den in X ° ' |
Stel dat de dimensie van een Arm gelz.;;k ‘(: is. Dan bestaat de ffn
uit ea” " vectorelementen in elk punt van een X en deze moeten alle
aan de Xf raken, De f‘f is dus de }[ die bij de Xt behoort. Ga nu

U
uit van de kanonische vorm van ng,‘( in X,

: { |
13.9) WB C/X 3 = WAOZX = W)dﬁz

Het bijbehorende stelsel van omhulde )(m's is
13.10) . ng.. const.
d.wez, ledere Xn, stelt de N voor die uit de oo vectorelementen in
één punt der X dez_-fbestaat.

Ga nu uit van een willekeurige omhulde X van het veld WB in)(
Dan weten we dat uit de 2n~mverge113kingen juist ¥ vergelijkingen
kunnen worden gevormd die alleen de ‘f bevatten., Deze stellen in de

X der ﬁ een X voor en de Xm is het beeld van een M die deze

)(ﬁ - als gebied heeft en M -7 als dimensie. In dezelfde Xn,
leggen deze T vergelijkingen een ﬂ ,cvast die bestaat ult alle vec-
toren in de punten van de XW » Deze ’J‘b‘m ¢ bestaat dus uit deeo "'NO)
in de punten der Xn‘.& . Bij de X . benoort één en slechts één
Nf??‘ten deze bevat de W -omdat de 2{7& de conditie W aXBzo ver-
vervulte |
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De figuur op blz. 32 wordt nu : |
| (men bedenke dat
w - in
Y= n
en dat dus degeneratie op-
treedt voor T =)
De stelling op blzs 32 i5 nu
vanzelfsprekend geworden.

Voor & = ¢ beschouwen we 7, &y w als componenten van een

covarianten vector in de m,van en MWy;..,wy als ken-
tallen van een f in de locale { +« We schrijven

Wb !

13.11) X ?f_—i’(__g : Xk‘i"{,g“ ; )(m"féfw

K
(K)= (1), -, (n)
Dan neemt de Pfaffsche vorm (13.3) de vorm aan

13.12) Wy o X 4
waarin
13.13) 70 *f i W, Dy M./A; oot

A=(1)s- -y (n)

In de X’n ; worden nu alleen covariante vectoren beschouwd waarwan
ret eerste kental nul is. Homogere 3’! 's komen dus niet voor en er is

¥
sen eeneenduidige correSpo*xdentw tussen de %m $  en de m 5 e
e fi.uur op blz. 32 kan voor & = evenzo aangeduld word.en als
voor £ =0

§ 14, C, -transformaties.

C - Yransformaties (c@mactv-‘cr. van de 1e scort) zijn die trans~-

formaties ££ ._6) S Wy = Sj; : 'w; die Ec/j + qg“ invariant

laten op een willekeurige scalaire factor na. Is dus
€€°. ¢’y {e:egj;m;
x ¥
14.1) g ‘:ﬁ ( )
w}( ¥ }

dan i8 de eis dat
14,2) 'G“(g c{ié“-& 'w;‘df{’}} x ;gv/gdg% &uc{g 3)

waarin ¢”en W*functiea zijn van E,j‘_g:w} , waarvan alleen het quotieat

14.3) oy ﬂ(t’% {,w;) J)..W»Q(é_gj
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ons werkeliak interesseren. Er zijn 2 duidingen magelijk £ 'g £
en k{,, kunnen worden beschouwd als

© nieuwe gcoordinaten voor het vectorelement £ j ' ‘gk Wy
2 een nieuw vectorelement waerin €£° £% W, overgaat.

Wij nemen hier altijd de itweede interpretatie. Bij een contacttrans-
formatie worden dus de vectorelementen overgevoerd in andere vector-

elementen. N.B.: twee_elementen behorende bij hetzelfde punt kunnen
na de tranformatie tot verschillende punten behoren.

Daar (14.2) geldt zijn C, -transformaties die transformaties der
vectorelementen waarbij “verenigde liguging” invariant is.

K ﬂ .
Ir is nog een andere invariantie Sj 35 4 W, zijn de coorainaten van
een vectorelement in er ¢ + Den bepaald vectorveld (met Ew, » g )is

dus gegeven door de vergelijkingen

14.4) K)(E,g ,§)

Laten we op dit veld een C1 -transformatie toepassen. Voor de
transformatie hoorde er bij leder punt éen vectorelement. Na de trane-
formtatie hoeft dat niet meer zo te zijn, meeruere elementen kunnen
in één punt bi] elksar gekomen zijn., Dan vernietigt de transformatie
et character van de 20, vectorveld te zijn. Blijft het veld vector=
veld dan heet de (2 -trausformatie t.o.van dit bepaalde veld veld
conserverend (field-preserving). N.e.v. voorwaarde is zoals enig ge-

~reken leert

€ 1 > € n —
TS 0L ) ey (0B [u)
v
14.%8) ’ ‘, ‘o
3“ E(&a’éﬁ * (&P&k) f)oﬁj l’)a ‘r-}(()/t’;ﬁ*j(‘)’}é
¥ 2

. Koy

Q}:S_‘.),D; ())':::5‘:):{}; &:ﬁfk
; Dit is een gngelijkheid, dus"in het algemeen" is een C,*tranafom%a
voor enig veld veld-conserverend, maar er zijn uitzonderingsgevallen.
Stel nu dat (14.1) t.c. van enig veld veld-conserverend is. Dan
‘ volgt uit (14.2) dat k en de charakteristieken die ( -transformatie

invariant zijn maar 2;9 en de rotatiedragers in het algemeen niet.

Het doel is nu de ueest algemene C, ~transformatie te vinden. Men
kan het geval £:/0p f:0 terugvoeren. Maer men kan even gemakkelijk
algamean warkem Veor het gemak schrijven we nu ¢, voor (w, , en
| evenzo ?[_3 voor G’wA « Dan nemen de voorwaarden (14.2) de prettige

Torm aan

.

.5) £0d g+ 9, d & E0d € °- q}a‘rg;‘:



n ¢00‘ o
en dat betekent, dat de 2n+&+, vergelijkingen (14.1) en (14.3a) in
de lewqa der variabelen i

14.6)  EE£° ££° gk £k , y
£ €8 )8 ftgw ECEN 9,

een Xm+3a+r voorstellen die omhuld werdt door het vectorveld be-
horende bij de differentisalvorm (14.5). , ‘

Cm dus de meest algemene C ~transformatie te vinden hebben we
maar de meest algemene omhulde meaw'& bepalen waarvan &e vergeu
li;kzngen zich naar ££ 3 /Gv en ¢, (en evenzo naar g‘;" | 67' ,
en 73) laten oplossen.

Daar hebben we nu twee regels voor. Terkende volgens Regel I § 12
(kanonische vorm hebben we al) hebben we U vergelijkingen te kiezen

14.7) / (5,5 6<§J.§k!€")"° =40

“en de volgende 1In+ 1 vergelijkingen op te schrijven (we hebhen hier
ket geval van een gven klasse en f’ geat hier over in 2rno+ iE )
ET = - gX,, JFN §0 - £ OL°
Jf _é a d £
93 x‘u’ CHMQ '5/{; - “ [

Uit (14.8) elmineefét men nu de X,q « Lan bl;.:;ven er In+15-7
vergelijkingen in de 4mn+ 4§ varia’belen, maar deze zijn homogeen van
de eerste graad in &C, ﬁb“ 9, q « Men kan er dus ver-
gelijkingen ven maken die babalve (g“ E._g £5 'gﬁ slleen w,, W
en /0,, bevatten. Met (14.7) samen hebtben we dan 2n+ & vergelij-
kingen in deze varisbelen. e doen nu ncg het volgende:

veoer § -, : Elimineer 07 o Geeft Ins+t  vergelijkingen
in de variabelen _g { hgﬁ’fg‘: Wy wy en hieruit moeten 3;1'{?1«,;
worden opgelost als unct*es van éu‘ 5‘; wy * DUat dit altijd kan moet
nog worden verzekerd. ©

Yoor Eyp ¢ Kies voer (’7[7 een willekeurige functie, analytisch
en % n in het bescncuma gebied. L‘El"" hebbten we In vergelijkingen
in \{ g iy, w) waarait { ,m ceten kunnen wordzn opgelost,

14.8)

O dle mogelijkheid van cpleossing te waarborgen moet men naar de
functicnaaldeterminant van het stelsel (14.7,8) kijken met Yetrekxing

tot £§? ez(f“jf N en 7&« + Lat voert tot de conditie dat de de~-
terminant s



a1,
£ ™ AF
i{g" ;{g‘;
14.9) £X, IF° PR JF°
9E> 38/ «Qg*‘c);"‘ 0
zlf"at :.f‘«: a
c)gal}jﬁ )i‘x q}g,‘;ga »*?-—fa

met M+ 7;+S rijen en kolommen miet ingevolge (14,.7) nul is.

Het getal 7 speelt een grote rol. Men noemt M+E-L de rang
van de C/ -transformatie. knig element in een punt &_ge‘;_gk wordt

getransformeerd in een element welks punt-in =1k geval op de Xn%_t
ligt waar van de vergelijkingen zijin

14.1C) f?ag °§ £7%) ; U=1,...,¢C

)cb J -~
Aangazien verenigde elementen verenigd blijven razskt het getranﬁw
formeerde element aan de XTH,, -« De N° behorende b:.d_g _5 gaat

dus over in de Mn+£ “ met X ’ » als veldgebied. De o*ng,w{e:eme
C -trensformatie doet de X, g - i“ tot een punt samentrekken.

Indien Tv+&-T = 7 is gaan alle elementen behorende tot één
punt over in elementen die weer tot éen punt horen. We hebben dus een
punt transformatie en uit deze kan de C,~transf0rmat:§.e eenduidig wor-
den afgeleid voor &€:/en op een scalaire factor na voor &= 0 . Dit
geval heet de "uitgebreide’ (extended, srweitert) puntiransformaties.

Zij &=90 en zij]

14.11) f‘x(ﬁk_/ = R S L TR W

de vergelijking van eexn XW in X « ledere covariante wector, *an-
- gerend aan X heeft de vorm

14.12) wy = 5y, f""

‘Pas nu de C, -transformatie

f‘?"’k[ﬁfw}
wy = Yi(5"ws)

toe en zij de rang hiervan "v-T . Dan géaa‘t ieder punt der Xm, met
zijn bijbehorende N\/,L over in een ff behorende bij een of andere

X . Substitueert men nu [14.12) in (14.13)

n-7

14.13) ,



14.14) 3 = ?’Sk[jf :ﬁ, (),;f”jj FIAE G Y

en d?zi vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de f, omdat
de gb homogeen v.d. graad nul in 4/ zijn, Uit de 2n-m vergelij-
kingen (14.11,14) kan men dej ken de n-wmn -t verhoudingen deriﬁ’x
elimineren.
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ellminaren en dém blijft er temminste één vergelijking in de "t over, _
vwmt’elj.&nda een 3‘1:1.. "In het a;gemem*‘ gasn uus de elementen van de
Im hvmm‘ie bij X ov*e.r in de elementen van de ;‘rzﬁ behorende bij deze
;,{q 1° Joor m = n*l volgt dus daat een U »transform*&tle gen X met zijn

. 1 Yie-1 .
Jn i "in het algemeen" overvoert in een endere X set zijn éz +,

k]
Twee argana aan e.‘s.k&ar rakende ﬂr-.l 'S gaan Lus oved f's.:;*r arendes :1%1
en dit is a.e reden waamm de vlmrmmfomutu 5 contact-transiormeties
heten. ‘
e kunne:n nu cmk de regel 11 gaan voepassen. =chrijven we voor het
gemal q, &n qO voor £ ¢ en £ dan neemt (14.5) den vorm can

i3 A
14.,15) ’Q)‘”&g& - ﬁg"’:g = O ; A = a1, ...,

Volgens regel II hebben we nu een functie & /8 van € der 4, 'g,,‘ en van
. Aty d )
im+ L€-T der ‘g ] § (met andere indices) in te vo*”evz, homogeen van ae

..‘}

grasd 1 de g'v en 'g's, wear we woeten przcies aangeven vwelle van elk de
4 soorten grootheden voorkomen, dus
P4 L
- S N N
14.16) V(qq » 905 5, §7) (homogeen van de le grasd inq.,g,)

Awml=E,. ., T~ ; Xl -&+/
BatbyyTy - ; T =€+,
waarbij men natuurlijk eerst de fl' op willekeurize wijze heeft mogen

'wermuteren en de N op precies dezelfde manier, hetgeen eveneens geldt
“voor de }' en ‘g, . len k:cl,]gt dan de volgende verbelmmn,:e

W
14.17) a) g % = O e) ?K .,i,,.g..l = O
y 5+ + ok =0 “) 3y - Fe= o
Dit zijn 1w+ € verge?ugklnuen,, die in de X een X voor-

g v+ g LM iz
' stellen, die door de vector van (14.15) omhuld wordt. Y is homogecn

| van de graad 1 in 4, q,en dus zijn (14.17 a,b) homogeen van de nullen
en (14,17 ¢,d) van de eerste graad.
 yoor E: 0 zijn (14.17) 1 vergelijkingen in { y T Wiy g TwW,, Joer
- voor f_"_ een willekeurige functie in, dan blijven er Is vergelijxingen
m{, &?E)‘wl o _k o1,k
Voor £€=1 zijn (14.17) 1w+l vergelijkingen in Z 'wyg g Wy, ¥ .
mmeeri' dan blijven er Ln+1 vergelijkingen in {,f ) »E’ '{ y WA
In ben.de gevallen moeten uit de Inw+f vergelijkingen de i., gk,w,g en
venzo de f: "ﬁ: ‘W kunnen worden opgelost. Daartoe is n.e.v. dat le
functionealdeterminant van (14.17) ongelijk nul is. Dat komt neer op de

A -~

oot: Aanvulllng bl,] blz. 41: Bij de oplossing van deg 7 voor £:z0
| ll,}k’c dat de p in (14.1) homogeen van de graad 0O in ‘WA worden en de
rodukten N'y, (zie (34.1) en (14,3) homogeen van e grasd 1 in W),




T(WT ................ o AT s e

e 0 ,’,‘ a.l-E,...,C ¢
N e MQML Bi ®q, ! X T,vasy, M
14.18) 1 Lo LT E+7, e,
g otV Ly T bet-g, ...,T, -4
m-»f.-:c‘ / .-3 "“—E ) LSS -
I N Y 3 LFyEY Y= T ater
g 2% 3{ 3t

Fr zijn 4 verschillende gevallen voor t =1 . uen heeft immers alvwem

V in te voeren eerst de E gk cp willekeurige wijze mogen permuteren,
waarblj dan q,,'q op dezelfde manier meegepermteerﬁ nogen worden en pre-
cies hetzelfde geldt voor % § en qﬁ > q‘;‘. Daarbij kan nu @ in e q_ of
in de g, terechtgekomen zijn en 0" in de eu of in de 9y Dat geeflt vier

yerschillende gevallen van een functie (4 (gevoonlijk menererende func..

tle der Cl-transformatle genoend ). Wij nemen hier alm voorbeeld het geva
dat @ een van de q geworden is en ‘T een van de 7 . Voor nhet geuax
t‘»schmaven we nu C, ;E plaats van {,~7 , dan zijn de vergeli kingen
Q
£ - 2L -0 Y/
a,) H bﬁg (.:) (ifsg+ =T - Qj,“{j: '“‘+lj.‘.#".’.
¥V _owm . A
—_— Eeme T Ty
‘ Bq 2 i ) ;
14.19) - 2 =-c
2kg”
‘ﬁdﬁ*%‘-’* S=tin g o Tho ety
B A I
W AE

4

. (% = gothische Y )
' en de condities nemen de vorm aan

h a‘\/ PV

.bGuj ‘qtvb 1 g bgz "3_1
| Vv c) % V
14.20) WyEe S VE? ég SRV - &

,___bi_\_(,,_ az 02}{

WIEY 29, ¥ R

L&ten We nu eens proberen een genererende functie te construaren vvor 42
“identische transformatie, juist voor dit geval. Dan weten we dat (zie
(14,1))

v _ g™ B _
.9..\._/_. :<,§ .M..m = %‘1
9, DR 4
zitten in alleen )
. £ S LN
14.22) .8 5 u;’“" u,,&g-"«“a“”‘”“

LT
'b s e J"kg:. IL#I‘. -




: LG
‘De en:.ge mogellakheld is dus dat de 1nd1aes fy«-ve ¥, samenvallen met g*g;;;i,

”enl'-;- tymet G+l .m en Qit kan alleen als 3f G=n, =0  OFf §am Le0
~ Dat levert twee mogel:.;:kheuen voor ¥~ ~
4.23) ?/V" 8% 9,8 (5en =0

:-G:é_-—?;,f ({,-0, 3‘2«}

15, q-~transformat'ies

T s poan 5

Contact-transformaties van de derde soort zijn Cl-transformames mat
=7 . Voor ieder vector-veld. wasarvoor de C,-transformatie veldcon-
serverend is, is niet alleen K masr ook Zf’ en dus 1P invariant,.als.
nede dragers en rotatiedragers. ir is nog een andere invariantie. «ij ean
’m , et velddimensie / gegeven. Vorm dan de integraal

Cwn feagemag
tussen twee vaste punten van het veldgebied. van is deze integrsal in-
variant bij alle C,~transformaties, omcat Ed‘_gi-wnc(_g invarient is. Deze

 integraal is dan en alleen dan nul voor iledere keuze der eindpunten als

' W, = N;
Om de meest algemene C,~transformatie te consirueren gebruiken ve

‘ gen van de twee regels voor de constructie van Ol-transfarmaties met de

. bijeonditie 6=, ~

| flegel I wordt erg gemakkelijk voor &=o daar dan ¢/ vois sekozen

nag worden. Schrijven we voor het gemak :(a voor Xa/g dan gaat (14.8)

over in

3 4
5.2 M=), ’"a""" P 2= e a.é“
_ en elimineren van de mgeeft 2n,- U vergelijkingen die tezamepn met de
: T vergela.gklngen T" o de O_-transformatie vastlegren mits de F vole
doen aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor E=o ongell:&k {(11»1
is (er valt een rij en een kolom weg). het is duidelijgk dat nu de ho-
mogeen van de graad O in de W, zijn en de "L,U,\ homogeen van de graad l.
Voor £ =/ is er een complicatie omdat de keus van (;* niet vrij is.
| De F) b mogen dus ook niet vrij gekozen worden maar zo &t G/ net 1 wordt,

Uit (14.8) zien we dat daarvoor n.e.v. is dat

)

15.3) I ( )f._) O ot=1ey T
35"

B o ,
‘~en dat is voor alle waarden van )( alleen waar indien de T van dej en
<§ alleen afhangen in de combinatie

15.4) Z o I R

De vergelijkingen (14.7,8) gaan nu over in (schrijf weer X“, voor 2;'/6‘)

15.5) ¥ Z,ﬁigx) =°




en de é.etermmant (14 9) behouc.t; zijn vorm behalve dat &=/ en dat
overgaat 1n . {}’11: deze vergelijkingen laten zich na eliminatie der )(/a,

de Z ‘g £ 5 en wa oplossen als iunctles van cgkkla,
‘ Gebrulken we regel II voor &=odan is nu 0*20" en dus

V(qa,%f," =

15 7) ("( VAR PR z .
- AT & 7 Z’ * / . iy
Blggevolg krijgen we na invoeren van Wy en® wg 1nplaats van §, en 9 VA
Y y VY v , AV
Pt 2, v | 2y oWy )
g T Yo T

- zodat nu (14.17) overgaat in

15.9)

‘.‘)quo

V{w@wé g Cga‘f)

¢ T

= 0

rYa
’ach

YA

;-
7 = t. -'*--- = Q
'BEA O C[j ]

tot
<§+ ’6”33

| De condit:.es voor V hebben de vora (14 18) maar met Wa en Wg in plaats

| ven ¢, en _Qg

In het geval dat £ =/1is, is dg keuze van 0‘/4“ niet vrij en onm N

te k’l‘l;]gen moet ]F san zekere voorwaarden voldoen. len koD. bewijzen dap
| het geval, waarbij ( bij de §o, terechtkomt en o bij de 34 hier niet
kan voorkumen en de andere % gevallen wel. l\aemen we wederom het geval &
inde 9, @ in de 9(7 (blz. 44) dan levert =0 en (14.19 d)

JV -G
A

en dus is !/ van de vorm
| 15. 11) V 6'5 -+ u{o“i?n, 921£t$)?}

_ homogeen ven de graad 1 in (] %4 ; 9?’

15,10)

y dus

15.12) V = O‘f_g'oa# rrh//%;,'wz,,cé ?g y]

(met de voorwaarden voor //{/
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De vergellakmgen Worden, ‘
EL W 5o W _
: ‘ cé BWOZ. =0 L%“*";—Bﬁ =0
e :g?’-%— "r)lW o " 'u),g'___')h/ — o
) IU% ‘g £ __h/ ’ag/—hijagda ’gg
f 8 g
DI~I JE-_”"} %:6“'u$z_)' &

//\/ A = Z",+x R A A R A 7
In het spec:.ale geval dat I homogeen is van e graad 1in Wa, My hen-

ben we dat (_g invariant is en Gat er alleern zen Cﬁutransformatn.e in
(g , “/3 overblijft.

16. C.-transformaties

A o i Wt e ot _-.E . St S 7 S, oy o o P o SO o W

Fen G -trensformatie 1s een transformatie in {g _é ¥} die de
; Plaffse vorm & o £+ %ﬂfglnvarlant laat op een additieve volledige
x dlfierentlaal na. Ook deze transformaties werden "comtacttransformaties”
genoemd hoewel zij de typische contacteigenschap missen. ir bestaat een
zekere dualiteit tussen Cl- en 02~transformata.es. We schrijven de voor.-
wearde in de symmetrische vorm

16.1) ' a/5+£o(‘_§+ld)0f§ ds+ &c£_§o+w,§0{__§'}

« en noteren dat § en $§ functies zijn van f \{ W) waarvan ons alleen het

g
i{,
&
i
i
;,¢

| verschil inter “esseert:

16.2) o5 = (€58 ) = (87 )

Is een Ca~transformatie veldconserverend t.o. van een veld EWo= &,Wyﬁ 4_5"&}
| dan volgt uit (16.1) dat de rotatieklasse 2f en de rotatiedragers invari-
| ant zijn masr K en in het algemeen niet.

02~transformaties hebben nog een andere invariantie. Stel het veld-
gebied van een 'ﬂ,, is eendn.mensxonaal en gesloten. Vormt men dan over
dit gebied de integraal j\t' dﬁ “+ Wy d__g dan is deze integrael invari-
;" ant bij C,~transformaties. De integraal is nul wanneer de T, een N: is
(niet noodzakelijk). Bij een “2—transformatie cblijft die integrasl nul
naar de IV, venoert geen ,/\/" te blijven. Is de integraal ¥ o dan kan

"3 W/ noo:.t door een 02-tran.sformatle in een punt worden samenge trokken,

Het is han:ilg om te schrlgven
def
16.3) X :::*f S + E.§ [ ::':- + £ §




' ' 48‘
! A
Dan gaat (16.2) over in d z + fw‘\ dg" = dz+mwydf

Om dus een Ozntransformatie te verkrijgen heeft men maar een C,-
transformatie te construeren in Z,W; en \f . Is dat gebeurd dan hebben
we vergelijkingen van de vorm

; e/ fs-s+a'§~&_§ )C{\ﬁﬁwv)
16.5) gj ,.«f {ﬁk{'\é/“' hly}
¢J | - Va8 )
Voor §E = Ostelt (16 5 b,c) dﬁ 02-transformat1e Voor.
Voor €=/ kiezen we voor S - S een willekeurige functie van 5 vy

Om de 03~transformatle te verkrijgen kan men €én der beide regels toepar:
sen. ‘

\5 17. Infinitesimale punttransformaties in de X der j K

VR it G N S @ by o it o ekt 040 Rkt g S i S e e M @ s el ke et e Pl it . St S5000 i S 4100 o e e Vo o ne

K K K
17.1) €7 < £ . Yy
X )/
heet een infinitesimale punttransformatie in n e )< is sen contraxrama-
ant vectorveld en t een hulpvariabele. dlet Lie schrijft men

(17.2) X X5 ’L

en noemt X het s;zmbool der infin. transformatle. (1’7 l) kan ook worden
geschreven

arm AT T
' . 1 4
(17.4) 0‘?»( _ X&)

is de gewone dlfferentlaalvergelldklag van de stroomlijnen van het veld f
X « De oplosrslng is van de vorm

(17.5) S =1 (3 f) f(\fAO) 5

Deze vergellaklng stelt voor ¢en groep van o transformatles, dle
allemaal de stroomlijnen vanX invamiant laten. Maar niet iedere punt-ﬁ
transformatie, die ontstaat door alle punten langs die str;;omllgnen te
verschuiven (namurlijk continu) behport fot die groep. lien make zich ¢
goed dulaellak en ook dat %e groep bﬁzhoreme bij X - npiet dezelfde 1s;
als die behorende bij @ X K tenzz.a 0 een constante is. De groep heet
de. een—-parameter groep behorend.e b:r.;} de ::.n:ﬁ:«.mtesmle transformatle

en
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Wij herinneren eraan, dat contacttransformaties in een X
worden geduid als transformaties, die in een sza een bepaalde dif-
ferentiaalvorm (of vectorveld) invariant of op een factor of additieve
gradient na invariant laten. Om dus de behandeling van infinitesimale
contactransformaties voor te bereiden moeten we in de X, deréK een
covariant vectorveld W), gasan leggen en bij voorbeeld eisen. dat wﬂg >
\gij de transformatie (17.2) op een facjtor. bv. f+,uc/zf, na invariaw& is.
_ Daarbij is de getransformeerde waarde &/ van het veld eenvoudig de veld-
“Sraarde in het getransformeerde punt :gk :

n+&

. 7
17.6) Wy = w4 )(/&(;u w, ot
&
terwijl voor o £uit (17.2) volgt

17.7) - o165 . @'&"&Jd{é"@ﬁ

Combinerende geeft dit

. 4 2y ‘}
17.8) I'u:‘ d(ﬁ = {c,’\’ + _:__7 w, w/’ (;‘:
waarin
e ‘ J‘/' jll ' . v/“'
17.9) w2 X0 w0,

de bekende Lie'se afgeleide van het veld W, is t.0.v. het veld XKO{*J
(verg. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II § 15 Frfaffs rroblem)
1) w,is een vector en een comitante van &, en X"~
In het onderhavige geval moet ILJ Wy -_—_}.L w)y 2ljn, dus

. 17010) X}bb# wi + W’_,, b; X/u: X;‘M;\ + bx(uf/‘ ‘XF) :}‘wl

le geval W X’“.,-_o , d.w.z. de strocmlijnen van XK zijn integraal-
krommen van het veld &5 . Voor W:szukan W; niet in het gebied
van W,; liggen, zodat/iz 0 moet zijn. Voor 7?=zf) drukt (17.10) uit
dat X”# V,‘{d de richting van i, heeft. pus is (17.10) eguivaleqt me*

0} voor /P; P+t

©

o

e

a) ;(ﬁlgﬂk
. 17.11) /“‘ o
b) ))((ﬁ(/\/#“w,] :o} voor 77 = e

t, =0
Vergelijken we (17.11) meéu de ver§elij,kingan voor de charakteristieken

van w (zie blz. 16, form (b.4) 7))
!L(o
(b,=5,) dﬁﬁ% "0} voor 7?: 2p#/
¥ 17.12) A& w0
. _ 6(5 W A W7 RO
o (5,=0,) G ML W] } voor /7 - 2
~ 5k L8 wy =0 F

?‘) Verbeter in (o.4) de fout in *:’f:;‘)‘ é’V’,uR Oég/f ¢ moect zijm LVI,‘A@{# W

konden



1 volgt dat voor wf" X/; o aan (17.10) voldaan is indien (n.e.v.) de
troomlijnen van ><  liggen in de charakteristieken van w, . :
2¢ geval. W, X'40 schrijf f- %X'“. Dan worden de vergelijkingen

was D XWa+ 0 F pw
b) X/J'w/,, = F
“* oE

o 7?: ap+ris Z)AF of nul of liggende in het ) -gebied van ng M//ﬁ,; en
ﬁ;as is F ¥f een constante 0f een functie ! df een functie met index 2.
Is { een constante dan is 3,}/:.: oen dus M=o . Is f van index 2 dan
ligt‘ﬁ' ();, f in het gebied van W/w\ en is dus eveneens M=o . Bepalen we
eerst de oplossingen van (17.13) voor f.—; o , dan is (17.13%) gelijkwaardig
met (17.1la) en we weten dat K(J.'?.lla) n- 17 onafhankeli jke oplossingen

K .
heeft. zijn 4it }S) ey X‘R den is de meest algemene oplossing van
W.lﬁ) voor Jzo R o
i - K 4 K .V, K
. X = X S U -
17.14) & %/ D

Kiezen we nu voor F een Willekeurige constante. of functie van index 1
of 2 dan kan }L eenduidig uit (17.13a) worden opgelost en wel onafhanke-
~1ijk van X# omdat W) niet in het gebied van W/w\ ligt. Het verschil
van twee oplossingen van (17.13) behorende bij d%zelfde F -waarde is
"ﬁiﬁti‘j‘d een oplossing van (17.1la). Is dus ¥ een willekeurige oplos -
sing™wan (17.13) afhangende van de keuze van f  dan is de meest alge-
-mene oplossing van (17.13) van de vorm '

K UK
17.15) X7 X" X"~
' \Y

-

f-




Resumerende hebben wi;; dus' f

De meest algemene 1nf1n1te31ma1e punttransformatie,
-die een veld M van de klasse 72? .zﬁ-u invariant laat op een fac-
tor J+/uc¢t na heeft de vorm (1'7 15) en er zijn 4 gevallen

T (0) Z:;—_ o) 5. X /.L =0 stroomll;}nen in dra-
gers (= charakt),
(1N f; constant #C} /u =0 s Stroomlijnen in rota-
17.16) tiedragers
(2) IF index 2 ; =0 :
(3) J~ index 1 3 /J..kan uit ywo.rden afgeleid.

Voor 72: n, worden de dragers punten en vervalt dus het geval (0).
We blijven bij dit geval. We gebruiken weer de notatieverandering
van § 13 waarbij m overgaat in in+ s en de difierentiaalvorm de

o : 3
.’Omv df + wydf - W, dX
17.17) : B
Boo,c.ym, (1),...., (R)

verkrijgt. Dan worden de infinitesimale punttransforma’cles dle door
(17.16) gegeven zijn C -transformaties in de ,.H, dertg C§ M/
en de rotatie M/C hebben nu alleen de kentallen

\1\7 Way, = - W’H) }A/A ) (ﬁ) =0
Mﬂmm*h/n,n,ji W =1

‘en de vergeliaklngen (17.13) worden nu °

17.19) . >< W CR + bﬁ F/ M\)
@ X
,Of | (K) 4 ;)K F

17.20) }(K 9
J,

o

W,:; ){0-} XKWM _F

Kl

5: "2\3: (§

o

=90
. wearuit onmiddellijk volgt

| ' > A ck)
17-21) )< - bg‘ .; X - - afl: 4+ IUK C:) F
3 wy ok
~ De meest algemene infinitesimale C, ~transformatie in C{ g . W
is dus



| | &gg ‘:: ’- WA ggf;cfﬁ + f:it
‘ K
S17.22) 15“5 %g(dt
7 Sup o - At oy at o u. DF
_ , an Aﬁo J »2§°

. o £0 gk .
waar reen willekeurige functie ,vanc§ ,OE, ; # ise Er zijn drie ge-
vallen (verg. (17.16)) ~

H

K o o
(1) J‘V_. constant £ o ; (§ en #, zijn invariant, /u =0 , triviale

—trapsformatle,
(2) cF is onafhankellak vang =0 , algémene C -transfor-
.17.23)" matie, tevens in (g* W, algemene C - trangformatie.
" (3) " algemeens /Lb = _af —, algemene ( %ransformatle

;3
We keren nu weer bterug 1ot de pun‘ttransforma.tle in X die l«/ clg
op een factor na invariant last en heschouwen nu het geval 7?* 2/ .

Voor 4" = 0 en/-l 0 n/%mew de vergelijkingen (17.13) de vorm aan
’ X 21'/;.1_;5: Q ‘
17.24) | pr
X W// = O

e deze brengen tot ‘uitdrukking dat-de stroomllanen van X in de
dragers (= rotatiedragers) van het veld liggen. 2ij X ~de algemene
0plos31ng dan zal het verschil van twee cplossingen dan (17.13) voor
dezelfde waarden van f'en/u een oplossing van (17.24) 2zijn, zodat de
algemene oplossing van (17.13) de vorm heeft

o K K K
17.25) X - ;</J + X
waarin X \ een . ~willekeurige oplossing van (17. 13) is. Is F—
maar /u,F-;-. o dan gaat (17.13) over in

XF'W[A WK]
X N/u, =0

he‘hbeen bewijst dat in dat geval de strooml:.;nen althans in de karek-
teristieken liggen. Nu kan men f niet willekeurig kiezen weaxnt al-
gemeen geldt dat

p , ,
i7427) XFN W ok T ‘Mk + 2 X W A Wi, TVaghky - - Mf’ 1=
ﬂ- [ P f] .ﬁ F[. &

f,{, " -~
L , _
- = Y X W[/'L W’}llkf""[/\/ﬂfki‘]'o‘
“{)’-omdat 7?:1/3 iSe

17.26)
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Dit laat zich ook als volgt schrijven
‘ o apet

| +f
17.28) FJ _oygFJd o
en dese vergelijking drukt uit dat L W7y voor fli 0 van de
klasse 2f -/ is (verg. § 10).

Resumerende hebben we dus:
De meest algemene infinitesimale puntiransformatie,
die een veld W, van de klasse 7? = 2 dnvariant laat op een fac-
tor |/ + }Adff na heeft de vorm (17.25) en er zijn 4 gevallen

(0 &0, M=oy A<

X, stroomlijnen in dragers=rota-

S tiedragers

1 f-o03 pios stroomlijnen in karakteristie-

) 17.29) F ‘ ken
is een oplossiag ven (17-28); Moo

(3\) Fis een oplossiug vaun (17.28); ;,u +#0 en willekeurig.

~

Voor W:n vervalt weer het gszval (0). Ve blijven bij dit geval en
gebruiken de notatieverandering ven § 13 waarbij n overgaat in 30
en de differentiaalvorm de vora

c/%t‘ ) W d'(g B |

Wads = Wa Bz, () (7]

vaerkrijgt. Dan worcden de infinitesimale punttransformaties die door

(17.29) gegeven zijr C, -transformaties in de Xn, » De rotatie %6
heeft alleen de kentallen aangegeven in (17.18, en hetzelfde geldt

voor /’\/_;3 y @lleen ;'\é vervalt nu.
De vergelijkingen (17.19) worden nu

X(k) + E)k f: /.b l/\/k
K A
x - b{x) f: o]

waarult direct volgt

)
17.31)

A (K)
17.32) X' af X'o _ 2F g
Q W, a@g"
De meest algemene infinitesimale C, -transformatie in hgk, Wy, is
dus -
58 - 2
"3 Wk ﬂw,‘olg) :/.tdtw,\alcél
17.33) S w gf;c{t o mow,dt
oo - < A
€ F

“waarin /-b een willekeurige functie is en f een willekeurige oplos-
sing van (17.28) is, welke vergelijking hier de vorm

17.34) w F

A aw)
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aanneemt die uitdrukt dat fhomogeen van de eerste graad in W;l .
moet zijn (verg. § 10). Lr zijn drie gevallen:

(1 ZF; 9 ; f willekeurig, gelijkvormigheidstranformetie
in W, , speciaal C, -transformatie ;
17.35) (2) f homogeen graad 1 in W, ; /& = 0 ; algemene 03 ~trans-
‘ ﬁg;matieV
(3) £ dito; J willekeurig; algemene C, -transformatie.

A
Nu gaan we eigen dat de punttransformatie (17.1) in /<M21et
veld W, op een additvieve graiient na invarian® laat. Dan moet .Z]w
een gradient zijn, dus (verg. (17.1C))

17«36) ' X}%}A/f,‘x + E}A ( Xﬂh’;w) = E:'A S

Schrijven we nu

17.37) Froe XN, ¢« F

i

dan gaat (17.36) over in

Py -
x L'(/’LLI? -+ dA

17-38) , XPW;M . A‘:’:

J‘.

+ S

R (‘Q i O
1
©

o, o :
Nemen we nu ecrsh Y - 2p+ ¢ . D20 most Q_, \; in het gebdbied van

L\/}“\ liggen z=n fj’ 1s dus een constante of een functie met index 2.
) Nemen we nu sersy ;'? = constant en § = M? dan drukt (17.38) uit
dat X in d% dragsrs moet liggen, Is alleen 5 constax;{t dan volgt
alleen dat X in de rotatiedragers moet liggen. Zij] X de meest
algemene oplossing van (17.38} voor = constant = -S dan zal
het verschil van twee oplossingen voor dezelfde waarden van { end
gen oplos.ing voor het stelsel metg = constant = - 5 zijn. De alge~
mene oplossing van (17.38) is dus van de vorm
K K K

= >< +
d.° S
kK
waarin %XS cen willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) is.
’ Er zijn vier gevallen:

17.39) X

(0) g =constant; S = - g 3 X = >$_<, stroomlijnen in dragers
(= karakteristieken)

(1) 9 =constant; § willekeurigs stroomlijnen in rotatie-
dragers

(2) index 2; § = constant

(3) index 2; § willekeurig .

17,40)
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Yoor 7? = A vervalt weer het geval (0). We blijven bij dit

geval en gebruiken weer de nohatieverandering van § 13 uitgedrukt
in {17.18)« De vergelijkingen (17.38) worden dan

C “
}( ch + &.}BS
1 !1 » )1 4
74) )\{'V\{c = {3‘45

en deze gaan iangevolge (17.12, over in

~ A ‘ (K
>"‘1W...S.. 3%’*?3;}(:_')__'?_" X:)*. JS.DS

17*42} ?\w.\ aw} 3 agﬂ' 7 """-'—-"'-’ o =
De meest algemene L, ~transrormavie in 5 w, heeft dus de
vorm - 5 :
é"cé‘ = —'w"‘ ﬁa’ -+ ‘!1&5id§3
Pr\
oK ¢
1743) 87 0 25 @ SIS w.dfY) - dsat
| “o AN
e ‘
(5.' WA z .."‘.31.- C""Y
i ::f
L___._____, -___________,_,“
waar %een Wlllphemlgc froatis varn g“ wy is en % een willekev-
rlge functie van g £ Wy o Nr 2:jn arie gevallen (verg. (17.40)
‘l - - - K » 3
(1) 9 < constan't,: Yy viilereuriyg, en W, invariant; tri-
viale €, - transformatice

K
17.44) () Q willeXeur: ce Tuneiiz van € ; Wy 3 § constank; al-
gemerne €, -~traunsiornmavrie

(3) % ditoy § willexeurigs alge mene C ~transformatie

. Is rf\ 2f* dan ligt blijzens (17.33) Dz d ia het gebied van

I,y en dus is % een functie wsi index 1 ¢f 2 of een constanite. Iis

een constante éan volgt ult (17.38) dat § = - ? en dat de
stroomlijnen liggen in de dregers (= rotetiedracsyrs). Ingevolge
(17.38) is steads

y WU‘“‘*}'"' MWy -2 3w Waa, Wouh,] -
1ea5) = X W, Wiopy s Wpon - W] -

ear KW W Mgt ] = =5 W, o)

At = op-t 2
17.46) O B Zoj’ oL s 3;
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-

~ Epet
Is duss van de index 2, d.W.2Z. 3 =0 dan is § :..g » Vol-
doet% aan de vergeltakz.ng (ver {1 28
P ,,,
dan is §=zeo bll;;kem‘ (17. 46) heeft dan kennellgk de index 1.

Tenslotte kan *3 de index ‘i hebben en nlet“aaﬂ (17.47) voldoen.
Tiest men§ dan laat zich uit (17.38) eerst X bepalen op een addi-
tief stuk na welks overseauivinrg met "\’Y;J;; en dus ook met #), nul ise.
Bijgevolg' ig dan 00k G +s em dasarmedc 5 bekend. Zij de algem%(ne Op?-
lossing van (17.38) voor S 5 endus S =o aangeduid met A dan
is weer de algemene oplossing van (17.38) van de vorm

._.._....-.._-—_m..__.-  —— e, < e, e 4 o . St

« LK =
‘W;48) * X - X + X
2 ) D

‘waarin X een willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) ise
Er z.u;n 4 gevellon:

(0) % = coustant; § = . s 5 X = X s Stroomlijnen in dragers
S ' (votatiedragers)
(1) % indlex 23 § = - K

<
17.49) , _
(2) index 1, oplussinag varn 777.47); S =o p _
(3) index 1, geen oplouping 7an (17.47;; § uits af te
leiden.

0y
Voor Rtﬂ:ver*ralt weer het geval (0), We biijven bij dit geval,
en gebruiken wesvr do notaticeve:x ve'i“‘,"alfing var § 13, De vergelijizingen
(17.38) krijgern den vieer de vovrm (17.41) en deze gaan over in

b 2 ("

. X .28, X s
: D W DEF
terwiil (17.46) overgaat ia <

Te51) :
51 "i)W; %’ e
De necst algemenec_ ~transformatie¢ in ‘g , Wy heeft dus de varm
K
| §& = ;;% dt Llwyd€") - dsat
17.52) &wy = 33 dt W, _ﬁ %.4« s
- eg - Wy -

Waarlng een m.llekeurige func‘bze vanﬁ“ W, is. Br ziln drie ge-
vallens:
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(1) % homogeen graag Cinwy g §:= »g { Speciale C,.,~trans—-
formatie, J§  1ligt namelijk in de (n-1)- richting vanW

17.53)
{2) 8 homogeen van de graad 1 in 'Wﬂx ;1 =0 ; algemene C3 -trans-
formatie
{(3) %’ willekeurig; S W ”%S}. ..% ; algemene C; ~transformatie.
ovyy

De C._, ~srunsformaties zijin in {17.22, 33, 42 en 52) valzelf

mee voor de dag gelkowmou.
Hier volgh ccr »verzicnt vun alle infinitesinale countacitrans-

formaties:
|



§t d€) = [(8)F (ot +judtwgait

F) o aF
( } Wy W
G, (ﬂ -f; J willekeurig
(k en }&gevem
ﬂl o ; F willekeuri
(alleen fg geven)

C,:(F)-F

(alleen fgevan)

Y S

58,

E - 4

S w2 g (Fasda
e W,
SE_ oF &
& Y
cf'wgz..ﬁ..ﬁ:
X
J"(dgo+ W) dc‘g)) =

dt +wy, OF ot

?)(§°

e 3
—bgc (d£+w]d(§ )4‘&3‘:“}»
C,: s-0 ; ‘F willekeurig; ji= \b&:
| (slleen F geven).
C,: ano s § willekeurig
'bgg ( &” en 3 geven)

3;50}"

3( alleen 6_ geven)

IF )l en § heten voorzover zij gegeven moeten worden om de
contacttransformatic vas%t te leggen de charakteristieke funoties
der infinitaslmale(/ ~transformaiies
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§ 18 Haaksymbolen vav Poisson_en van Lagrange

Zijn v, en v, funetiss van de § “en W, dan is
18,1) N ,

(v, Vz)dgf 2v 0 dv _g\,{,‘_ DV .,('V,;, v2}

i bw; 5};)« 3__§

het haaksymbool van.gggggggls(v;, va} = 0 danr heten vy env
in involutie.

Zijnﬁ en w, functies CBL V. vg 88 ulE andzre veariavzlen.,
dan is

2

18.2) :
. ¥ . ~ g
{v1, VZE = 9wy B4 | gra 2f
b\'ga ()Vz dv’}_ f)‘/,
het haaksymbool van Lagrangz. Zijn =r 2n variabeisu
v& ] - Ty eressey 20 Jan volat gemakrelijk
18.3)
(v v ){v v U= 4 9 a3,
N’! & B, C‘.} 00?7]%-3‘-1“:{’ ..... J.zﬂy

Door uitschrijven tewijst men oo identiteit van Jacovi voor .
18.4)

(V1, (V23 Vs) ) + (vzx(vsi va»l}) + (vj, ("(1# vz)) = O

. Zen dergelijke identiteit geldt niet voor {j .
Bekijk nu een willekeurige transformatie in‘£ k, W, 2

18.5)
- ¢ ((5 W)
M}f’: lt«’} (({“«Q
die omkeerbaar verondersteld wordt. Dit is dan en alleen dan sen
02~ transformatie indien er =en fnnatiefl(:gﬁxwg Y bestaat zo it
1€.6)

} oA Y YN
b/ e{(g g 4'.:{(2&(5_,%)
of ook
18,7 |
w2l Loy 2 wof” L AL
2 “); S, d'W,
Door differentiatic van (18.7) virdt men
‘i818)
e tg k) .
48
¢ b -A
%WA J§§ o r)k

~

Ueze vergelijkincen Trengern Yot uwitdrukking dat in de Xgmdel
i
s 5 W, de vector met de 2n keutallen:



 3§f? ;‘7[{‘: ,’ s ¢/

A L
W, G L S ; Ir J
M TR A S :

e

ﬁgfététiefheeftn Maar dat is prpeieS“Wat (186.7) ook uitdrukt.

g is ook {18,8) een

trangformatiec is, De matrix van de Lagrange-naken van. f #

t o
esen 5 W  in deze volgorde 1s
18,10} | I oo
‘ ” - O*{
H .
i8] e - ‘}
l‘ o-';-‘ o ;[
i 4.’0 l;
”ou zr
i1y a b . -
- Dus heerdt {e omlexing dezelfdGes vorm en dat wil
K18.3)) aat ; |
L i K
18.11) (&7, '8" ) =0
(IU]; %K‘ Voo (f“‘:
(g Tun ) =0
> & :\J <

eveneens een s+telsel van n.e.v.
transformatie is.

Gebruik mskende ven {13,383} en (718,

vitschrijven bewijzen dat voor twee willeksurige vy envy

haaksymbolen (v,: v,) en %

N 10 Vo)
maties van~;§ .

W e
A

vodovaerden is opdat (19,

invariant zijn voer 02

60

b IS ipk
3.;.;1{,1.:‘

stelsel condities, n.2.v. opdat (18.5) eex Ju:

11} kan men e:nvoadlg doon

‘ ™5
B e o C 3(.5) ?Ei{
neggen {ingevoLge
) een .-
fa
> de beide
~tranafor-

We werken bpljna altijd met de Poissonse haaksyrbolen. De haak-

symbolen van Lagrangs
'zij echter soms gemalkkeliik voor berekeningen

gstormati=s masy

Neagt (P, @) treedi oy een ander heaksynhool op
18,12) ‘
-
G o
(I“ ~H 2/\’ e e
- MW,
Dit syabool is wies irf°v3ant voor ngsran
voor Cy-transiormaties van é w, » Voor de
<~ A N
king to% ‘, M} gwrijven we (¥.G) en (F} Jus
J R . K
ﬁew = (F,38), als §m§ﬁ§ aen
l’ A - S - t‘
(F) = B) ald wa"\/\ -.,Cﬁ ) w) een

.‘

Meer al gemeen geldt net volgende:s

18,14) C.~transicrmatie Co-transformatie j'
t-,«xhc?!gA pw dch whof.cg +dll
. { -
(P36) | L P60 - (FUE,p) (G NFL (F,9)
(F) (F) = (F)(‘——(lol}.ﬁ.)l} {F) -\‘(."&’).J::)
L Clogpe)

v ——_

ha?f syrivolen met belnl?

02~transf.

.

4 ,,_.)

komen minder voor, tengevolge van (18.3) zijn

WS

y -

e
L4 .
is

Cs «Transforma

{ Wy d{g

0

J

J

(F
(F

N

P



§ 19:,‘ Vectorul‘bgebreldhedeu § ¥

, het s*be al va.n 2n~-m onafhan’w" 131{9 vergell;;klngen
191\‘ A L

F (\’g J M’;\ \ = O ’5 X : m+1, 'Q'I‘ay 2;’3
‘ . . ’ : ; s L3 "K : ,"G‘ .‘ “ Vb . ‘ o . ; ’ i
minimgal regvlair :;.:o?ﬂ fﬁ ) 3 W, % 0 stelt eer =ys teem van c¢o”
-3 ‘ '

covariante vectoren in X_ voor, Dit heet een Cﬂ = m-dimensionals
~vectoruitgebreidheld. Ziju Ge vergeliikingen ;wmog;e-en in U/, dan heer
de 3‘6 homo €Cki. Len hcmagene ﬂ'L Yeveat naast een elemen"rrﬁiw,\ ook
alle elemen en van e vormrf; s T Wy o Uit cen homogens il kan men Jo.r
Op continue wijze in elk punt £én eleuwsat ult te zoekel een niet-
homogenﬁa?, Jnaken, Dit atlet eendwidlg tepazlde proces heet dishemo-
genisatie. Omg,exwevd kan nan ult &8l niet heomogene &, . op één or

Biconts één wijze een Lowogene W, waken. Bit proces nees homogeni-
Satie. Behalve door de LULvorm (!9. ) kan een % , 00l gsgeven wor-
dea in parame'oermrm

19.2) I S
a) A= S0y
‘ : “’ . {!'. 2 Fen g m
D) w’)‘ =W, {,?'0}

1

minimaal regulair in 40 (M%) waarin bij ? de waarden ; ff/ e -
horen. Is de Jf;h homogeen dan kan men de parametbers alt*ga 20 kie-
zen dat de cﬁ; nomogeen veun de graad O en de W, hcmogeen van de
graad 1 in fg zZijo- ‘

Is r de Uy-rang van (19.,1) (= de rang van de matrix der afge-
leiden naaxr Lu;") dan kan (1.7) altijd vervangen wordan door sen stu.l-.
sel van de ver | |

19.3)

&) : "s { f:’)Kl ‘f!}}:: 0

.) 61-/ o $ ,.!{:1 s 1y ucog 'f;!fu;: "‘F’i:

) o (z ¢ E)‘ #2)
D Fg he;zzben een rang '~' t.ocvan wy en de GM een rang Z2o-m-r
.0, vancs < Dus is Z2n-uwer 2 moen dus = n-mo
(19.3b) stelt zen e T o= montr voor, het veldgebled der 3'«, . Buiten
dit gebied zijn er geen el ezrem-(.n vanrm t heet de d;men&v vanz?‘i;r,:

In elk punt van X zijz eroo’ 5 ool T covariarte vectoren., Desze
vormen in dit punt wat weil cen ‘\‘9» i noemnt, Dus ig cen ")fa gen 3”,,, v

_veld over een X, In dv parametervorm (12.2) is t de 'ra.ng, van a'e-'::‘;'
:_"bc-n opzichte van de T) omdat dan en alleen dan uit (419.2a) pre-
cies n-t vergelijkingen tussen de E kunnen worden afgeleid.
(eliminatie theorema). )

Uit de aard der zaak is + geen invarianse bij CB*t-‘aanOI‘m&tlQ;u
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‘Uit de F¥ in (19.1)~k3n men de volgende witdrukkingen vormen

: K .
in alle nulpuntex van (1G.1) (d.z, alle Waarderkg,,wq, die aan

(19.1) voldcen):

volgt dus
19.6)
gx

A

CX‘K‘ Xy ¥y = n+1, ssansey 211“,‘
A . ¢
Cx0§ £ XY= (1)) coan)

N
’ 'I: *

‘! =il

E*Y neet de Poissonbivector van de Ymen ook van (19.1). Kx# C

P

naar voor elementen derJﬁ»m gedefinieerd zijn exn voor deze F-.

&J

P

wanneer de ¥V, homogeen is. Uit KX en KW worden de volgende 1=
rienten voor godrdinatentransformaties en basistransformatiuce

afgéleid
19.7) ’
rotatisklasse 2f : rang van i
klasge K : x-rang van Kx, s
gelijkvormigheidsk .k ¢+ het grootste oneven getal K
de ﬂggi* 1 : de rang vay Kx, dus l=1 voor .

19.4) | . "

& Yt 2F L r ¥,

Xy Atf awa - L veor F ¥ 20 :

K (}: .E‘ J‘ 3 gJ’ o= I&r",w..a,""‘
Gaet men over 19t cen 2quivalent stelgel B =0 (b a@mwtransfcrmar‘»*
den is (hasigscelling)
19.5) ,

(%) =¥ (F‘} (mod,F* )

P e TS L x *

{27, FY) =0 c (Fr F')  (mod.F )
waarin de C, functiss vaxxé“;ug zijn. Aangezien KX en K ailocn

)

~

+ 0 en l=1 voor i =0

- Ly '
Indien m=n en t=n un &z €l een gewcorn veotorveld in X,» van

gaan 29, K ea & cver iu de gelijkvormige invarienten van ai+ veld

en is 1=i.
Het gedrag der invarienten bij C-trancforwaties xall nu gemar-

kelijk worden afgeieid wit {19.4) en (18.74). Mexn vinat dan
19.8)

.
e e e v e e ot o

o

C‘~tramsfu~mat¢- i C,~transformatie 03~bransfcrmnfia
e X T
w, df = pw,s § N ‘ 'wadc’gk‘* wyhEs ot Sl Wk : woelh’
- : Y 3' xs KKS
LK apvtTK K
Ro [ e
anrir..‘
A(F, )
,\““* 1- Wy ngf
% % ¢ %
K MK K (,KY) K

&
>



N %

en hieruit volgt: | Sy Syt
¥01~transformatie ; : Gz~ﬁran3farmaﬁie ' C3+tr&ﬂﬁf9rm3fiﬁ
Ik even |7 eneven K even | X oneven
K of K- |K of X1 E of K+1 | E of E-1 K
prof2p-2 forzper [ zp e oep
k |k k of k42 /! k of %2 | 3 oy
1 P L 1oz 0 1 of O | q
0 | @ L oottt | oopir i~ 0. vanine
We kuunen ru ook arith metische invariauten gaan afleider
uitgaands van de parametewvergelijxingen (1G6.2). In )@m ﬂez?‘¢

definitiren we het cuvariante vectowveld
19, 10)

4

def . g?
ng = tlu-:‘ bgcta ; ‘g:"&,-‘.)m

pen ;f g o h €0, dnt
19.11; W d"(f\ - W,\(ag‘é‘; }d? T Ay “

De rotatie van het wveld ngia
19.12)

def A
pa T 20Uy = 2R w3 E = 508

Uit het vectorveld ILgvnrmen we de gewone invarianten en
duiden deze aan uwer i, i? 2n ke Men karn den Yewijzen Jdat
19.13) “
K o= % o+ 2(men)
?;': = 2 IS 1Y
E ok 2(m-a)
en dit zowel vior e als voor mdn. De beb:kanls ven het vl g -
den vaa K*, K. W, 0fihy, is de volgsnde
19.14) '

9

E¥ = ) iu het definitiegebled: degtm is homogcen (o < v, ¢
i
‘ » W "
L%=(J:nde}ader7 er. dusll =0: Gedd Lz sem u

. x‘, . ’-x w5 43‘ .

yAdt N i (F ,Ff}&ﬁ iagevolze |
1§ . C O i .ot
gy, = O P g0 ineevales 119

Uit (19.13) volgt voor m<n dat K 2 2(n-m is daar K uict ..
tief kan zijn. Is dus het systeem (19.1) in involutie, d.w.. .
E=1 of X=0 dan is alitijd m2n.
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- Voor m)»n volgt dat ﬁ = 2(m-n) omdat K niet nagm;ief mijn
kan. Is dus de@_ een N gt deWezs is K =0, dan is altijd m S n,

§ 20, ,Ln‘uegg_abilitalfs?heoﬁe der vectoruitgebreidheden.

5 en%.. ' £ n waarvac elle elementen behoren tot cen 2%,
neeteen ,.-;__O_g;a:g_.g_r_.?fb van deze Ui _

Pen ?7% hzes valled:z.g it grabeJ, voor integraadl fé g8 van een
slegge K' en esen dimensie t', immerserss voor ell nlc-ﬂé’»l’l!‘ dor ¥,
Senmings e &énil ot Vel Gie kKiadse en Jis dimeusic Destaat, 21
dat elemens bevat,

Bea integrasal 90 ! Wa&’”"‘&‘ﬁ"‘* m' = noen t o= 0 dig en K o- i
is een gradientvelid %P, Gat azn de




mit :‘caa}nergehjkmgﬁn

* o
F (cﬁ a; P} =0 ; u‘ = g’::t% o an i
woldoet. Het vinden van een oplossing van dit stelsel staat dus ge-»

1ijk met de bepaling van een integraal- ¥U, van de klasse 1 en de
. dimensie n. { Het meer algemene type oplossing &a‘b door Lie werd be-
i} mhbuwd kxomt overeen met een integraal nmvan de klasse 1 en een

| mensie < n.

Lo We gaan nu de vragen stellen:

1. Voor welke waarden van hu K en't is de % volledig integrabel?

2. Hoe vindt men de integraal 3"1’, S bij volledige integrabiliteit?

3. Bestaan er integraal - (flx ’s van de klasse K en dimensie 'h ook
wanneer er geen volledige integrabiliteit is?

8 Hoe bépaalt men deze Y1 'Js‘?

Vraag 1. We laten eerst t vrij en bepalen de integraal - WL ‘S van een
gegeven klasse K « Men moet dus bij (19.1) juistm- mmrgehjkz.m
gen toevorgen. Deze bepalen in de X der parameters 72 een X m €n in
‘deze Xm' bepaalt 2!1, | een vectorveld dat de doorsrede is van het
 wveld Uy met de X, . Dit veld moet de klasse K = K's 2(m’.n)nebben.

. De.Xklasse van uk was K = K +2(m-n) . Dus is

i, Ly _ l
S 20.2) K = K o(K-K'+ 2me-am!)

* en het komt er dus op neer dat in de xm een Xm; moet worden gecon-—

 struecrd die een klasseverlaging K _K'4 2 imuorm) geeft. Anders ge-
zegd er moeten m -m functies der ‘q"’ worden gevonden die een dindex
K'-e- 2(m.m/)ten opzichte van het veld uhhabben. Nu herinneren we

aan de voorwaarde (8.1). Deze vertalen we :
M, nIM WL

20.3) K.,,_._,,R:mz{mﬁn)
‘ KoK . K_K'+ 2(m.m)
dan krijgen we het integr blllteniqthgorema der a‘l,mz
Ben ¥ van de klasse K is dan en alleen dm volledig integrs~

bel voor integraal - B‘mes van de klasse K' , indien
20.%) K ¢ K ¢ Kettmom) '
v 1m € K’ < in .m
Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is triviaal (dit na te
gaan!). Wat nu de integraal Jlisbetreft voor het niet integrabele
; Wal, het is duidelijk dat altijd
b "K' K 20mom!)
b qbrﬁ: gen doorsnijding met U‘h kan wel klasseverlaging maar geen klas-
severhoging peven. Men lette er op dat de klassen in Xm (de gestreep-




: "fﬁﬁtﬁ o

,e) verlaagd worden en die welke uit de nulvergehjkingen afgelaid
zijn (de ongestreepte) dus verhoogd worden.

’ Gaat men nu ook de t in beschouwing nemen dan km;,g't men een
aantal theorema's. Het belangrijkste hiervan luidt:

Iedere '&'L van de klasse K ig volledig integrabel voor _inte-
graal - ﬂqvan de klasse K' en dezelfde dimensie als UL . indien
de mt@grabllitel_gsvoorw_aarden (20.3) gelden en indien bovendien
n ¢r/<m 1S en voor een homq&ene T, niet tegelijk K':Kenm:n-

2. De hepallng der '5‘{, 's:m het integrabelgeval. len heeft in
de X der 'L (m-m') functies te bepalen met index { K_K)+2(m.m),
Dit kos*t; voor K'- K even volgens §7 de operaties
20.4) Oz, 0O

, K-3g == ’OK»K+K'~1(M~M:)+'
of anders geschreven

®. N

v . Kt+a{m-n)-1) OK—!— 2lyru-rv)-33 -~ - -2 O‘K‘.{» a{m‘.ﬁw}.;f
Voor K - K oneven kost het wegens § 7 de operaties
20.6) @) O ®)

Ktilm-n)-13 K +2{mo-n}-33""""D Ka2(m'-n)+2

en een operatie. . ,
Oy 2ty s Voor Kt 2cm nds 1

20.7) O, voor Y =/
' OQ Voot o = O
Tot nu werkten we in de ,"(m. Men kan dit nu terug vertalen naar

de X, . In het geval dat (K_.K')« 2(m._m')=! is hebben we een
functie met index 1 te bepalen. In alle andere gevallen beginnen we
“h proces met de bepaling van een functie wvan index 2.

Beschouwen we hier nu alleen diec gevallen en zij f <q™ ai~ snes
Dan stelt

20.8) f( = ﬂonstmmt

een normaalsysteem van )(,w a8 1““-4001' wier doorsnede met het veld

(-7
Ulbde klasse K -2 hneeft. Lossen we nu de % op uit (19.2) en
substitueren we deze waarden in (20.%) dan ontstant een vergelijking

20.9) F’“(Cg w,) = o

die  tezamen met (19.1) een &%, , voorstelt van de klasse K . Men
lette er op dat de klassevarlaging in X meN de klasseverhoging in
X tengevolge van één functie f('[ ) resp. r°(<§ w,) als volgt ge-

;coordinaerd zijnt -

- K*,E-e, K LK
#£0.10 K-t K+t
o ) K K+2



| F kan nu ook an&érs'worden bepaald. Aange zign B‘L : déj'klaéﬂs i K
gmoet hebben en we voor K oneven weten dat L , .=

(’F“‘F) (F“""““){F“)*ecmmm
(FH FJ F“F“*'3)°0Cmnd,i’) |

moet F voor K oneven een oplossn.ng z13n van de cengmmtxe

izom (FRPa) (P pedy *ofm,ooLF— )

Voor K even we*ten we al dat S

. (‘:“F"‘) ENE £ o

23) (FREMY (e ETAE Y 20 b (mod F)
; i i (._E‘X, F z) (F'(N! K+i) * V

81 dus is F een op10331m0 der congruentles

(FYE™). . (F"K*F"“) (FN =o'
(F't’)(, F'ﬁ‘z) XKH F ) -Q‘ ’

He'b is Qnaangenaam dat F door con gruentles wordt vastnelegd ter-
, Wl,}l -F door vergellaklngen bepaald werd. Het is echter altijd moge-
1ijk de vergelijkingen van de 3"{,"\, zo te schrijven da'b er voor F
vergellgklngen in plaats van congruentles komen.

, 20 11)

20.14) (mm FXFe)

§21. Toepassing op de oplosmng van stelsels differentiaalverge-

dijkingen.
Beschouw het s’sélsel :
K
21.1) F (cé ipd=o min

‘em asn &at drt stelsel in 1mfolut::.e is, d.w.2. alle haaksymbolen

( FJ F*) zijn nul. Dan stelt

: : S
21.2) F s, wy) =

‘ X .

een ,%min Xn voor van de klasce O als de F7oalle homogeen in W,
Zijn en van de klasse 1 als er tenminste één niet homogeen is. Inte-
greren van (21.1) wil zeggen een integraal - Mvan de klasse 1 te be-

gradieéntveld voldoende aan (21 1). In het

palen, want dit is een
envmr n . Voor het niet

niet homogene geval is K =7 en K'=
homogene geval zijn dus de operaties
21‘3). . Oa(m~n) > Qz(m-n-i) 3Tt Oz

en voor het homogene gewval

)QI--' 4;) - Oz(""w)-l)gltm‘h")“‘l' LIRS O,

Eeze methode is in de literatuur bekend als de tweede methode van

acobi.
Omdat Klzlisli.‘.& de mween N,; .

Het kan zijn dat de dimensie



kn m“gehjk n is en men kan di‘t altijd mmikan dan is Nn. een
swoon gradientveld BA P en p kan bepaald worden door een opamtim
Oe . Bij deze laatste imegmtie treedt nog één integrat1aconstan~

‘ %
tr op. Zijn Fm. . *Fm' ‘de functies die achtereenvolgensvae F
worden toegevnegd dan is de Nn. gegeven door de vergelijkingen
&1‘5) F*\A:O ; Fn*": c.fh-b- Ii i “J F—m: cﬂ-

pn hiertreden dus v-n integratieconstanten op. Totaal zitten er dus
in F duist wu-r 4 m}_‘gratlecons'tanten‘ Men noemt dat een volledige
op_loss:,_xg ‘

Gaat men niet verder dan J,p dan stelt ecn volledige oplassz.ng
eenstelsel van e m"n.f\r’ dow.2Z. c:-o i s’{:ﬁllen van ©0 vec-
torelementen, bij elkaar constituerende de oo™ vectoreleme nten van

gegeven 3*6 : Laten we nu de conditie 'fr = n vallen dan krijgen
itoch oo N’ $ maar elke f{n is een ] -veld over een Xt .
Totaal hebben we weer de oo™ vactorelementen der Wt’m . Men noemt
mu  zulk een stelsel van << 'nN-s elk van willekeurige dimensie
een volledige oplossing in de 2zin van Lie. Belangrijk is dat zulk
een volledige oplossing invariant is bij C ~ transformaties. Dat
is een volledige oplossing in engere zin met, omdat de dimensie n
niet invariant blijft.

™ Is K"l (niet homogeen geval) dan moet de eerst ingevoerde
fundtie voldoen aan |

. X
211.6) " (F 2 F) = Q

is F zulk een oplessing dan gaat men door en bepaalt een oplos—
sing van

21.7) (F* F) =c ;(F™F).
enz. Maar nu zou het kunnen zijn dat men van (21.6) teovallig meer
dan één oplossirg heeft. Volgens de normale gang van de tweede metho—
de van Jacobi hebben we daar niets aen, we kiezen er eenvoudig ecn
uit en laten de andere lcpen. Iie heeft nu echter een methode ont—
wikkeld (de mothode der functiegroepen) om van zulke meerdere oplos—
singen profijt te trekken en het ammtal en de orde der benodigde
operaties te verlagen,

§ 22. Bepaling dsr irtegranl - 3’1 /S voor K'¢< K .

- Drt is de ferde vraag opgeworpen in § 20. Aan de vergelijkin-

gen

22.1) F (,f, wy) 0 X=man, ., an

vgggen we nu de condit:e toe Ixx, Xy Xt W

j . X s 1 d = 0 VYoor Onewven.
% 2) Kf"\"-z, t("x—: K K TX]

- ¥
SR } voor K even

K[K Ky o K‘xﬁg‘i**ﬂ'*i} o



69.

Z:lj het aantal onafhankelijke vergelljkingﬁn in (22.1,2) gelijk
2n - m, m*<m . Dan stellen (22,1,2) een @‘L m® VOOT die integra&l-
3‘& % van W is. Teders integraal-7?,, ven de xlasse K van de 7%

m
18 Dok 1ntegras"* J’t’ . van ?Z 20 omgekeerd omdat 7, #in ., vervat

is. Is.nu

22.3) ke S. f< K + 2(m* . m)) ' < m %
2.7’;.. .'r’u ’f\. \. in . v' )

dan is ?‘ﬁ evolledig integrabel voor integrasl %iﬂ van de klasse ‘R
Jan bepa\vlu wen e integresl - a’f dder 3”3 xen het proaleem is opgelost,
I Kb K +i{rertof iz m'y m" dem heeft (11 mren dus ook ?ﬂm geen
integraal - '}Y ivan de klasse '\K In de resterende gevallen gast men
et W * 0P dew 1ife wijze door en vindt ten slotte na een eindlg
aantal stappen een vectoruitgebreidheid die dezelfde in‘begraalw

van de klasse f( bozit als f;f en weirvan veststact of dab zij wvoor
deze %s volledig 1nte?rabel is of dat zij dergelijke integraal” {3
niet bezit, ,

Voor Ak i en K =1, m'= 1 is dit de welbekende methode om een

systeem van Zr-in pa.r‘blele differentiaalvergelijkingen
B

" |
i : Y .
22.4) r (c.é_r‘,w)‘; :ijh:.i‘,‘}ojx:mmd....)zn‘

over te veeren in 2o systeen in involutie. Men voegt toe de verge-

lijkingen

[ R S
22.5) (r , i‘H) =0 Xy My
)

ile hierdoor zen systeew ir involatie met 2n -mi'< nverkregen is
stopt men. Is weliswaer nog 2h.-m'<n mear het sycteem nog netVinvo-
lutie dan gae’ nien door. Tensloitte ontstact een systeem in involu-~
tie met een aental vergelijkingen <n of een systeem van n of meer
vergelijkingen det geen oplossing toelaat,



